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Kapitel 1
Einfithrung und Definitionen

1.1 Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit dem Laufzeitverhalten einer Parsing-
Methode fiir allgemeine kontextfreie Grammatiken, wie sie von J. Earley!
1968 veroffentlicht wurde. Das Earley-Parse-Verfahren (EPV) ist neben dem
Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus? (CYKA) eine allgemeine Losung des
Wortproblems fiir kontextfreie Grammatiken. In einigen Darstellungen® wird
die Ndhe des EPV zur Methode der Berechnung der ’recognition matrix’
im CYKA deutlich. So zeigt Valiant*, da jede kontextfreie Grammatik
in der Zeit O(n?%!) zu erkennen ist, indem er den CYKA zuriickfiihrt
auf Methoden der Multiplikation allgemeiner und boolscher Matrizen und
die Berechnung ihrer transitiven Hiillen. Wir sind jedoch an der unteren
Schranke des EPV interessiert, die fiir zustandsbeschriinkte® Grammatiken
bei O(n) liegt und folgen in der vorliegenden Diplomarbeit der Darstellung
von Earley. Wir werden uns mit den Bedingungen befassen, die verhindern,

dafl eine Grammatik in linearer Zeit mittels des EPV zu erkennen ist.

Yin [Ear]

%siehe [You] und [Kas] oder [Aho] S. 315
3in [Rév] S. 143 und [Arb] S. 72

4in [Har] S. 442

Ssiehe Definition 1.12S. 12
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Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Kapitel 1 beginnt mit einer Einfiihrung
und beinhaltet Definitionen, die Beschreibung des EPV-Algorithmus, sowie
die Motivation der Arbeit. Um die Ergebnisse auf allgemeine kontextfreie
Grammatiken {ibertragen zu konnen, stellt Kapitel 2 den Zusammenhang
zwischen Grammatiken in allgemeiner und Chomsky-Normal-Form dar. Ka-
pitel 3 befafit sich mit den Kriterien nichtzustandsbeschrinkter Grammati-
ken und das letzte Kapitel erlautert und bewertet die gewonnenen Ergeb-

nisse.

1.2 Definitionen

In diesem Abschnitt sollen die grundlegenden Definitionen zusammengestellt

werden.

Definition 1.1: Eine kontextfreie Grammatik (CFG) ist ein 4-Tupel
G:=(V,T,S, P), wobei
e VV eine endliche Menge von Nonterminals,
e T eine endliche Menge von Terminals mit V NT = (),
e S ein ausgewihltes Startsysmbol aus V' und
e P eine endliche Teilmenge von V' x (V UT)* ist.

Statt f = (A,«a) € P schreiben wir f : A — o € P. Wir werden kleine
Buchstaben vom Anfang (bzw. Ende) des Alphabetes fiir Elemente aus T
(bzw. T*) verwenden. Grofie Buchstaben vom Anfang (bzw. Ende) des Al-
phabetes bezeichnen Elemente aus V' (bzw. V*). Griechische Buchstaben
bezeichnen Elemente aus (V UT)* und e das leere Wort. Die Kleinbuchsta-
ben i, j, k,l,n,r,s,t bezeichnen Elemente aus N ,der Menge der natiirlichen
Zahlen.

Definition 1.2: Sei G := (V,T,S, P) eine CFG. Die Ableitungs-Relation
= C(VUT)* x (VUT)* ist definiert durch:

a=d < a=oBa, o =01fas, f:B— [P

Ist oy (bzw. ag) € T*, so schreiben wir a =) o' (bzw. a =, o).
Ein Wort a € (V UT)* heiBt Satzform (bzw. Links-Satzform,
bzw. Rechts-Satzform), falls S =* o (bzw. S =7 «a; bzw. S =%
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«); Hierbei sind =* (bzw. =7; bzw. =) die reflexiv-transitiven
Hiillen der Ableitungs-Relationen = (bzw. =; bzw. =,.). Ist S =
= ag = o= a, = a (baw. S = ag = ag = . =y
an = a; bzw. S =, a1 =, ag =, ... =, o, = «) dann heifit
< S,aq,q, ..., > die Ableitung (bzw. Links-Ableitung; bzw.
Rechts-Ableitung) von « aus S; n ist die Lange der Ableitung.

Sei im folgenden G:=(V, T, S, P) stets eine CFG.

Definition 1.3: Die von G erzeugte Sprache ist gegeben durch:
L(G) ={weT*|S=*w}.
Zwei Grammatiken G und G’ heilen dquivalent — L(G) = L(G’).

Definition 1.4: G heit reduziert — (Yoo € (V UT))(3v,6 € (VUT)")
(S=*vad Na=*weT*)VP=0.

Definition 1.5: G heif}t kettenregelfrei < (Vf: A— a € P)(a ¢ V).
Falls das leere Wort in L(G) liegt, so enthidlt G die zusétzlichen
Produktionen fy : S — S und f; : S — €, wobei das neue
Startsymbol S’ in keiner anderen Produktion vorkommt.

Definition 1.6: G heifit e-frei < (Vf: A — a € P)(a # ¢).

Falls das leere Wort in L(G) liegt, so enthilt G die zusétzlichen
Produktionen fy : S — S und f; : S — €, wobei das neue

Startsymbol S’ in keiner anderen Produktion vorkommt.

Definition 1.7: G hat Chomsky-Normal-Form (CNF) <
(Vf:A—acP)acT\{UV?).
Falls das leere Wort in L(G) liegt, so enthélt G die zusétzlichen
Produktionen fo : S — S und f; : S’ — €, wobei das neue

Startsymbol S’ in keiner anderen Produktion vorkommt.

Definition 1.8: Ein Nonterminal A € V heifit :

rechtsrekursiv < Iy e (VUuT)* mit A=*~A ,
echt rekursiv  «—  Jy,0 € (VUT)* mit A=*~AJ,
linksrekursiv < 3 e(VuT)* mit A=* AJ.

Definition 1.9: G heifit eindeutig, falls jedes Wort w € L(G) nur eine
Linksableitung hat; sonst heifit G mehrdeutig.

Definition 1.10: Mit |w| bezeichnen wir die Linge von w € T*. Das leere
Wort € hat die Lénge 0.
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1.3 Beschreibung des Earley-Parse-Verfahrens

Informell beschrieben arbeitet das EPV wie folgt: Als Eingabe erhélt es
eine CFG und ein Wort. Fiir jedes Terminalzeichen im Wort wird eine Liste
aufgebaut, die unter Verwendung der vorangehenden Listen den Stand der
Ableitung beschreibt. Die Elemente der Listen nennen wir Items. Sie beste-
hen aus den Produktionen der Grammatik, angereichert mit einem Punkt
als Markierung und einem Zeiger. Die Markierung gibt an, wie weit die rech-
te Seite der Produktion bereits erfolgreich abgearbeitet ist, und der Zeiger

verweist auf die Liste, in der die Abarbeitung begann.

Definition 1.11: Ein Tupel [A — «.f(,i] mit a, 5 € (VUT)*, A€V,
i€N,f:A— af € P heifit Item.
Eine Menge von Items heifit Itemliste. Sie wird im folgenden mit
I; bezeichnet; die Menge aller Itemlisten beziiglich G bezeichnen
wir mit J. Fiir Itemlisten I, I ;€J G sind nach dem EPV die

folgenden Operationen definiert:

1. Die Abbildung Scanner: T x J& — J& vermoge:
Scanner(a,lj) = {[A — aa.B,1] | [A — a.aB,i] € I;_1
A g >0}

2. Die Abbildung Predictor: J& — J& vermage:
Predictor(I;) == {[B —.n,j| | [A — a.Bp,i] € I;
Af:B—mne P}

3. Die Abbildung Completor: J& — J& vermoge:
Completor(I;) == {[A — aB.p,k] | [B—n.,i] € I;

A [A — a.Bg, k‘] S Iz}

Als Eingabe erhilt das EPV eine kontextfreie Grammatik G und ein Wort
w € T*, um mit den drei Operationen Scanner, Predictor und Completor
fir jedes Terminal des Wortes w = aj...a, eine Liste I; fir j € [0 : n]

aufzubauen. Das EPV arbeitet wie folgt:



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND DEFINITIONEN

Algorithmus EPVS:

BEGIN
FOR j:=0TOn DO
BEGIN
IFj=0 THEN
I =A{[S —.a,0]|f : § = a € P}
ELSE
I; :== Scanner(a;, I;);
I = 0;
WHILE [; # I; DO
BEGIN I, := I;
I; .= I;U Completor(I;);
I; :== I;U Predictor(I;);
END;
END:

)

IF [S — a.,0] € I, THEN w € L(G)
ELSE w ¢ L(G);
END.

Die drei definierten Abbildungen haben folgende praktische Anschauung:
1. Die Operation Scanner sucht in der vorangehenden Liste I;_; alle Items
mit dem Punkt vor dem zu lesenden Terminal und verschiebt den Punkt
iiber dieses Terminal.

2. Die Operation Predictor sucht in Liste I; alle Items mit dem Punkt vor
einem Nonterminal und nimmt fiir jede Produktion mit diesem Nonterminal
auf der linken Seite ein Item als moglichen Nachfolger in die Liste I; auf.
3. Die Operation Completor durchsucht die Liste I; nach abgearbeiteten
Produktionen - gekennzeichnet durch den Markierungspunkt am Ende - und
sucht in der Liste, auf die der Zeiger verweist, nach méglichen Vorgéngern
- gekennzeichnet durch den Punkt vor dem Nonterminalzeichen, welches
im urspriinglichen Item auf der linken Seite der Produktion stand. Das als

Vorgénger in Betracht kommende Item wird iibernommen, indem der Punkt

6zur Korrektheit siche [Rév] und [Arb)
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iiber das entsprechende Nonterminal verschoben wird.

Im folgenden bezeichnen wir mit I;(w) die vom EPV beziiglich w € T*
aufgebauten Itemlisten. Die vorliegende Arbeit benutzt vor allem die Bedin-
gungen, unter denen ein Item in einer Liste enthalten ist. Wir werden diese

fundamentale Eigenschaft des EPV im folgenden Satz zeigen:

Satz 1.1 Sei G eine CFG und seien JG die beziglich G vom EPV aufge-
bauten Itemlisten. Fir ein Wort w = ay...a, € T* ist das Item [A — «.(3,1]

in Liste Ij(w) € J& <

(a) (37,0 € (VUT)) (S="~A40),
(b) v="ay..a;,
(c) f:A—aBeP,
(d) a =" Ajt1...Gj .
Beweis:”
7= Wir beweisen diesen Teil durch Induktion iiber die Anzahl der Items,
die in Liste Ip(w), I1(w),...,/;(w) aufgenommen wurden, bevor [A — «a. 3,1

hinzu kam.

Induktionsverankerung: Jedes Item in Liste Ip(w) hat die Form
[S —.5,0] falls f : S — 3 € Pist. Alsoist i = 0, « = e und S = A,
und fiir v = § = € gilt S =* vAJ und somit:

(Fv,6 € (VUT)*)(S =* v49),

y=¢€="aj...ap =€,

c) frA—aBeP,

d) a=e="ajt1...a; =€.

Induktionsschritt: Nehmen wir an, Ip(w) sei konstruiert und die Aussage
gelte fiir alle Items in I;(w), ¢ < j. Das Item [A — «.(3,i] wird von einer

der drei Operationen Scanner,Predictor oder Completor in Liste I;(w) auf-

genommen.

"Beweis nach [Aho] S. 324 und [Kem]
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Angenommen [A — «.f3,i] wurde mittels des Scanner in Liste I;(w) aufge-
nommen: Also ist @ = o@’a;j und [A — o/.a;(3,1] ist in Liste I;_1(w). Wegen
der Induktionsannahme gilt o/ =* a;;1...a;_1 und es gibt Satzformen ~'
und ¢, fiir die S =* 4/ A gilt. Somit folgt @ = &/a; =* a;41...a; und mit
~v=7"und § = ¢ gilt die Aussage.

Angenommen [A — «.f3,i] wurde mittels des Predictor in Liste I;(w) auf-
genommen: Also ist @« = € und ¢ = j, und in Liste I;(w) gibt es ein Item
[B — n.An',i]. Wegen der Induktionsannahme folgt: es gibt Satzformen ~/
und & und S =*4'B¢ und n =* a;41...a; und @ = € =* a;41...a; = €. Fiir

v =4'nund § = n/§ folgt die Aussage.

Angenommen [A — «.3,i] wurde mittels des Completor in Liste I;(w) auf-
genommen: Also ist & = o'B fiir ein B € V, und fiir ein k € [ : j] ist das
Item [A — o/.Bf,i] in Liste Ix(w). Als Ausloser fiir den Completor muf}
ein Item [B — 7.,k] in I;(w) sein. Wegen der Induktionsannahme folgt
n =* agq1...a; und o =* a;4q...a und somit gilt o = &/ B =* aj...q;...q;.
Wegen der Induktionsannahme gibt es auflerdem Satzformen ~/ und ¢’, fiir
die gilt S =* v/ Ad'. Mit v =+ und § = ¢’ folgt die Aussage und dieser Teil

des Satzes ist bewiesen.

7«<” Fiir die Riickrichtung des Beweises fassen wir die Voraussetzungen zu-

sammen und definieren als Hilfsmittel eine korrekte Konfiguration :

Eine Konfiguration [«, 3,7,0, A, 4, j] heiit korrekt falls gilt:
o 5§ =% ’7A5,

o v =%aj..qa;,

oo =" ait1...a5,

o f:A—afeP.

Ist x = [, 3,7,0, A, 1, j] eine korrekte Konfiguration und

e [1(x) = die Linge einer kiirzesten Ableitung S =* vAJ,

e [5(x) = die Linge einer kiirzesten Ableitung v =* ay...a; ,

e [3(x) = die Lange einer kiirzesten Ableitung oo =* a;y1...a;,

dann bezeichnet [(x) := l1(x) + 2 [l2(x) + I3(x) + j] den Rang von .

Mit diesen Definitionen beweisen wir folgende Behauptung mittels Induk-
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tion iiber den Rang einer Konfiguration:

Behauptung: Ist [«, 3,7, 6, A, i, j] korrekt, so folgt:
[A — a.8,1] € Ij(w).

Induktionsverankerung: ei I(x) = 0. Also ist l1(x) = la(x) = I3(x) =
j = 1 = 0. Wegen l3(x) = Oundj = ¢ = 0folgt « = e. Wegen
la(x) = 0und i = 0 folgt v = €. Wegen [;(x) = 0 folgt A = S und § = e.
Also hat x die Form [e, 3, ¢, €,.5,0,0] und es bleibt zu zeigen, daf [S —. 3, 0]
in Liste Ip(w) ist. Dies folgt aber aus der Definition des EPV.

Induktionsschritt : Gelte die Aussage fiir alle korrekten Konfigurationen
X' mit Rang I(x’) € ]0 : r[. Wir betrachten die korrekte Konfiguration
X = |o,3,7,0,A,4,j] in den drei Fillen, in denen o mit einem Terminal

endet, mit einem Nonterminal endet, oder gleich e ist.

Fall : a = d'a,a € T.

Da d’a =* ay...a; ist, folgt @ = a; und x = [¢/a;,5,9,7, 4,4, ] und wir

wissen :

S =*~Af5,
Y = ai...a; ,
/
o =" aiq1..a5-1,

f:A—da;BeP.

Also ist X' = [/, a;3,7,0, A,i,j — 1] eine korrekte Konfiguration. Da
LX) =h(x) A LK) =1a(x) Als(x) <l3(x)

hat x/ den Rang

IX) < () +2[20) +(x) +5—1]
= llx)—2=r—-2<r.

Nach Induktionsvoraussetzung ist das Item [A — o’ .a;/3,1] in Liste I;_;(w)
und Scanner(a, I;(w)) liefert das Item [A — «./3,1] in Liste [;(w).

Fall 22« =o'B,BcV.

10
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X hat also die Form [/ B, 3,7, 4, A, i, j| und wir wissen:
S =*~vAd,
vy =*aj...a;,
f:A—dBpBecP.
Wegen o = o/ B =* a;41...a; folgt:
(3k € [i:j)( =" ait1...ap N B =" agi1...q5).
Also ist X' = [/, BS3,7,9, A, i, k] eine korrekte Konfiguration. Da:

() =0h0) A LK) ==0) AlsK) <k
und da k < j ist, folgt fiir den Rang von x':
1) < 100+ 20200 +13(x) + Kl
< 1x)
und somit:
1) < 100+ 20200 +13(x) + 7]
= ) =r.
Nach Induktionsvoraussetzung ist das Item [A — o .Bpg,i] € Ii(w). Sei
B = 7 der erste Ableitungsschritt in einer Ableitung B =* ap1i...aj. Wir
wissen:
S=*vyA6 N f:A—d'BBecP ~ S=*~vdBfJ,
vy=*ar..a; N o = aii1...ap ~ o = ay..q;...qz,
N =" Qpy1...05 .
Also ist X" = [n,e,v, 33, B, k, j] eine korrekte Konfiguration. Wir wissen:
S =*yAS = v/ BB ~ Li(X") < li(x) +1.

Sei nun n; die Linge einer kiirzesten Ableitung von o =* a;11...a; und no

die Lénge einer kiirzesten Ableitung von B =* aj1...a;. Damit gilt:
Is3(x) = mn1+n2,
y=rar..a; Ao = aipra ~ (X)) = L(x) +na,

B=n="ap1...a; ~ l3(xX") = na—1.
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Also ist

1) = L")+ 200" + (") + 7]
< L)+ 14+2[la(x) +n1+n2— 1+ 7]
= L) +1+2[L0N) +is0)+i-1]=10) -1
= r—-1<r.
Nach Induktionsvoraussetzung ist das Item [B — 7., k] € I;(w). Zusammen

mit dem Item [A — o .Bf,i] € Iy(w) liefert Completor (I;(w)) das Item
[A — o'B. 3,14 in Liste I;(w).

Fall 3: a =€ .

Es gilt : o = € =* aj41...a; . Daraus folgt I3(x) =0 A i = j. Dar > 0 gilt,
konnen wir folgern, dal die Ableitung S =* yAd mindestens die Lange 1
hat. Anderenfalls wire [1(x) = 0 und v = € und somit wire lo(x) =i = 0.
Wegen a = ¢ folgte I3(x) = 0 und wegen i = j = 0 wire der Rang I(x) = 0.
Der Fall » = 0 wurde aber bereits in der Induktionsverankerung gezeigt.
Also gilt:

(3,}//77//75/75// c (V UT)*) (S :>* ’Y/Bé/ = 7”/’14(5”(5/)
Wir setzen ~ := /4" und ¢ := §”¢' und erhalten:
S =*~v'Bf = +'y"A" =vA5 A vy =+ =% a;...q;
~ Fkel:d=[1:j]) (¢ =" ar..ap A Y =" aggr..q)).
Wir wissen auerdem: f': B — 1"Ad" € P. X' = [, Ad".,+, ¥, B, k, j] ist
also eine korrekte Konfiguration. Sei ny (bzw. ny) die Lénge einer kiirzesten
Ableitung 7 =* a;...ax, (bzw. 7" =* ag41...a;). Da
W) =0(0) =1 A LK) =n Alz(X) =na A l2(x) = n1 +ny
berechnet sich der Rang I(x') zu:
I(X) = Lx)—1+2[n1 +ng+7]
< lx)—1<r.
Nach Induktionsvoraussetzung ist das Item [B — ~".A¢d" k] € I;(w). Die

Operation Predictor(I;(w)) liefert alle Items [A —. (3, j] in Liste ;(w). Da-

mit ist Satz 1.1 bewiesen. O
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Wir erhalten als Spezialfall von Satz 1.1 folgendes Lemma:

Lemma 1.1 Seien Ij(w) die vom EPV beziglich w € T™ aufgebauten
Itemlisten. Es gilt: w €LG) < [S—a.,0 € I,(w).
Betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel 1.1  Sei Gy := (V, T, S, P) wobei gilt:

V:={S, A, B}, T :={a,b}, P:={f1:5— SA,
fo:S—SB, fs:A—a, fi:B—a, f5:S—a}.

Die Sprache L(G1) betseht aus Wortern der Form o,k € A. Betrachten
wir die Itemlisten, die das EPV fiir das Wort wy, := aF fiir k = 7 aufbaut:

Liste In(a”) Liste I1(a") Liste Ix(a") Liste I3(a")
[S—.54,0] [S — a.,0] [A—a.,1] [A—a., 2]
[S —.5B,0] [S— S.A,0] [B — a.,1] [B — a.,?2]
[S —.a,0] [S — S.B,0] [S— SA.,0] [S— SA.,0]
[A —.q,1] [S— SB.,0] [S— SB.,0]
[B —.a,1] [S— S.A,0] [S— S.A,0]
[S— S.B,0] [S— S.B,0]
[A —.a,2] [A —.qa,3]
[B —.a,2] [B —.a,3]
Liste I4(a") Liste I5(a") Liste Ig(a") Liste I7(a")
[A—a.,3] [A— a., 4] [A—a.,5] [A—a.,o6]
[B — a.,3] [B — a.,4] [B—a.,5] [B — a.,6]
[S— SA.,0] [S— SA.,0] [S— SA.,0] [S— SA.,0]
[S— SB.,0] [S— SB.,0] [S— SB.,0] [S— SB.,0]
[S— S.A,0] [S— S.A,0] [S— S.A,0] [S— S.A,0]
[S— S.B,0] [S— S.B,0] [S— S.B,0] [S— S.B,0]
[B —.a,4] [B —.a,b] [B —.a,6] [B —.a,T7]
[A —.a,4] [A —.q,5] [A —.a,0] [A—.qa,T7]

Da die Items [S — SA.,0] und [S — SB.,0] in Liste I7(a”) sind, ist das

13
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Wort a” € L(G).

Ausschlaggebend fiir das Laufzeitverhalten des EPV ist die maximale An-
zahl der Items pro Liste, denn die Operation Completor mufl Itemlisten
vollstéindig nach moglichen Vorgédngern durchsuchen. Wir definieren daher

Grammatiken, deren Itemlisten beschriankt sind wie folgt:

Definition 1.12: Eine Grammatik G heif3t zustandsbeschrdinkt, falls gilt:
(3n e N) (Vw € L(G)) (Vj € [0« [w]]) (|I;(w)] < n).
Anderenfalls heifit G nichtzustandsbeschrinkt.

Mit NIB bezeichnen wir die Menge aller kontextfreien

Grammatiken, die nichtzustandsbeschrinkt sind.

1.4 Motivation

Mit der Laufzeit des EPV meinen wir die Anzahl der Schritte, die, bei ei-
ner geeigneten Implementierung der Listenoperationen, nétig sind, um zu
entscheiden, ob das Eingabewort w von der Grammatik G erzeugt wird.
Fiir zustandsbeschrinkte Grammatiken bendtigt das EPV konstant viele

Schritte, um ein Item in eine Liste einzuordnen®.

Die Laufzeit, die das EPV fiir zustandsbeschrinkte
Grammatiken G ¢ NIB bendtigt, hingt nur von der Lénge (1.1)
des Eingabewortes w ab und wéchst somit linear.
Da es fiir jede Grammatik G nur k viele linke Itemkomponenten [A — «.(,
gibt, kann Liste I;(w) auf maximal k(j 4+ 1) Items anwachsen. Falls die Zeit,
die je Item in Liste I;j(w) verwendet wird, konstant ist, so ergibt sich fur

nichtzustandsbeschrinkte Grammatiken als untere Schranke:

8zum Beweis siehe [Ear] S. 98
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Sei ¢; die Zeit, die pro Item in jeder Liste verwendet wird,
so ist die Laufzeit des EPV fiir ein Wort der Lénge n:

(1.2)
1Yo k(j +1) = gker(n+1)(n +2) < ean’ e €N

Aho zeigt, daB ein Item [A — «.(3,4] in Liste I;(w) auf genau eine Weise
gelangt, falls G eindeutig ist und o # € gilt. Somit lassen sich eindeutige
kontextfreie Grammatik in O(n?) Schritten erkennen. Earley!? weist darauf
hin, daf} dies sogar fiir einige endlich mehrdeutige Grammatiken gilt. Falls
die Grammatik G sowohl mehrdeutig als auch nichtzustandsbeschrinkt
ist, sodaf} fir jedes der O(j) Items in Liste I;(w) auch O(j) Schritte zum
Einfiigen verwendet werden, benétigt das EPV als obere Schranke die
Zeit O(n?), um ein Eingabewort der Linge n zu erkennen.

Im allgemeinen Fall benétigt das EPV O(n3) Schritte um

das Wortproblem fiir ein Wort der Linge n zu lésen. (1.3)
Die Klasse der zustandsbeschinkten kontextfreien Grammtiken ist bisher
kaum erforscht. Bekannt!! ist, da8 LR(k) Grammatiken bei k Zeichen look-
ahead in linearer Zeit zu analysieren sind. Andererseits gibt es unendlich
mehrdeutige Grammtiken, die zustandsbeschrinkt sind. G; aus Beispiel
1.1 ist sicher unendlich mehrdeutig, denn das Wort a* hat 2F Linksablei-

tungen. Die Liste [ ,S' !(a*) enthilt jedoch nur die folgenden acht Items'?:

%n [Aho] S. 325
in [Ear] S. 99
siehe [Aho] S. 398

12Beweis durch Induktion iiber die Liange k des Wortes wy,

15



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND DEFINITIONEN

Liste Iy, (a%)

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Klasse der zustandsbeschrinkten kon-
textfreien Grammatiken zu beschreiben. Hierzu werden wir versuchen, das
Kompliment der zustandsbeschrankten Grammatiken, also die Menge NIB
zu bestimmen. Wir werden nichttriviale Eigenschaften sammeln, die das
Wachstum der Listen bedingen und deshalb ein lineares Laufzeitverhalten
verhindern. Wir kénnen die Menge NIB allerdings nicht vollstdndig cha-
rakterisieren und somit nicht alle zustandsbeschriankten Grammatiken klas-
sifizieren. Jedoch werden wir einige Kriterien fiir Grammatiken der Menge

NIB vorstellen.

16



Kapitel 2

Normalform und Itemlisten

2.1 Allgemeines

Die Beweise der Kriterien nichtzustandsbeschrankter Grammatiken in Kapi-
tel 3 beziehen sich auf reduzierte Grammatiken in CNF. Um die gewonnenen
Ergebnisse auf allgemeine kontextfreie Grammatiken {ibertragen zu kénnen,
ist es von Interesse, die bei den Umformungen allgemeiner Grammatiken
in CNF entstehenden Auswirkungen auf das EPV genauer zu betrachten.
In diesem Kapitel werden wir den Zusammenhang von Itemlisten einer all-
gemeinen kontextfreien Grammatik G und einer dquivalenten reduzierten
Grammatik G’ in CNF beschreiben. Das Ergebnis dieses Kapitels 148t sich

wie folgt formulieren:

Satz 2.1 Seien I]-G(w) und I]»CNF(w) die vom EPV beziiglich w € T* auf-
gebauten Itemlisten der Grammatik G und einer dquivalenten reduzierten

Grammatik in CNF. Es gilt:
(Fc e N) (Vw € L(G)) (V] € [0 [w|]) ([ IV (w) | < e[ IF(w)]).

Wir betrachten zunéchst die Operation Predictor. Sie erzeugt maximal so

viele Items, wie die Menge P Produktionen enthilt. Dies geschieht dann,

17



KAPITEL 2. NORMALFORM UND ITEMLISTEN

wenn sich in Liste I; fiir jedes Nonterminal B € V mindestens ein Item
[A — «.Bf,i] befindet. Die Operation Predictor kann also kein Wachstum
der Listen hervorrufen. Falls fiir ein ¢; € N gilt: |[PENF| < ¢|P%|, so folgt
fiir die Abschitzung des Mehraufwandes, der bei den Umformungen von

einer CFG G in eine dquivalente reduzierte Grammatik in CNF entsteht:
| Predictor (I]CNF(w))\ < ¢1|Predictor (I]G(w))] . (2.1)

Beziiglich der Operation Scanner wissen wir, daf} sie maximal so viele Items
in Liste I; erzeugt, wie sich in der Vorgéngerliste I;_; befanden. Dies ge-
schieht dann, wenn sich in I;_; nur Items [A — «.a;3,i| befinden. Die
Oparation Scanner kann ebenfalls kein Wachstum der Listen erzeugen. Falls

fiir ein cp € N gilt:
|Completor (I]CNF(w))| < co|Completor (I]G(w))| , (2.2)

so folgt mit der Aussage (2.1) der Satz 2.1 . Wir miiflen also die Operation
Completor und die Menge P unter den Umformungen genaueren betrachten,

um Satz 2.1 zu beweisen.

2.2 UberfliiBige Nonterminals

In diesem Abschnitt werden wir zu G eine dquivalente CFG konstruieren,

die keine tiberfliifigen Nonterminalzeichen enthélt.

Lemma 2.1 Sei G := (V,T,S,P) eine CFG. Es gibt eine CFG
G = (V',T,5,P") mit L(G) = L(G')N(VAe V") (A=*w e T*).

Beweis:! Wir konstruieren die Hilfsmenge U:

1. U = {AeV|f:A-wePweT"}.

2. Ui+1 = UiU{AEV’f:AHQEP,CYG(UiUT)*}.

'Beweis nach [Sud] S. 107
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KAPITEL 2. NORMALFORM UND ITEMLISTEN

Da U; C U1 CV ist, gilt:
(FeN)(VieN) Usj=U).

Wir setzen U := U;. Es folgt:
VAeld) (A="weT”).

Behauptung: (VAeV)(A=*weT*) ~ Acl.
Beweis: durch Induktion iiber die Lénge k& der Ableitung A =* w € T™.

k:=1 Alsoist mit 1. f: A — w € P. Gelte die Behauptung fiir Ablei-

tungen der Lénge kleiner k:

(k—1)—k Sei A=*ajay---a, =* w eine Ableitung der Lénge k. Wir
nehmen an w := wyws -+ w, mit a; =* w; fiir ¢ € [1 : n]. Falls a; ein
Nonterminal ist, befindet sich «; bereits in U/, da die Ableitung «; =* w;
von einer Léange kleiner k ist; nach Vorschrift 2. wird dann aber auch A in

U aufgenommen und die Behauptung ist bewiesen.
Wir konstruieren G’ := (V. T, S, P") wie folgt :

1. Vi:=U.

2. PP={f:A-aecP|Aac (V' UT)}.

Es folgt: L(G') C L(G). Falls es ein Wort w € L(G) gibt, das nicht in L(G')
ist, so muf} an der Ableitung von w ein Nonterminal aus V' \ V' oder eine
Produktion aus P\ P’, also ebenfalls ein Nonterminal aus V' \ V' beteiligt
gewesen sein. Dann gébe es ein Nonterminal A ¢ Y mit A =* w € T™; ein
Widerspruch zur Behauptung. Es folgt L(G) C L(G’) und das Lemma ist

bewiesen. &

Durch die Konstruktion nach Lemma 2.1 wird der Grammatik G’ keine

Produktion und kein Nonterminalzeichen hinzugefiigt; also gilt:

V| <|V] und |P']| <|P]. (2.3)
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KAPITEL 2. NORMALFORM UND ITEMLISTEN 20

Somit folgt fiir die Itemlisten:
(Vw € L(G)) (Vi € [0 [w]]) (| IF (w)| < [IF(w)]). (2.4)

Im weiteren Verlauf der Arbeit gehen wir davon aus, da die Grammtik G

bereits keine iiberfliissigen Nonterminals enthélt.

Im folgenden Abschnitt werden wir zu G eine dquivalente CFG konstruieren,

die keine tiberfliifigen Terminalzeichen enthélt.

2.3 UberfliiBige Terminals

Lemma 2.2 Sei G :=(V,T,S, P) eine CFG. Es gibt eine CFG
G = (V, 7,5, P") mit L(G) = L(G') A (Va e (V'UT")) (8 =*vad).

Beweis:? Wir konstruieren V/, 7" und P’ wie folgt:

1. Nehme S in V’ auf.

2. VAeV) (f:A—-ajaz--a,€P) (i€[l:n]) (a; € (VUT)) :
Falls o; € V, so nehme «; in V' auf.

Falls o; € T, so nehme «; in 7" auf.
3. PPr={f:A—aecP|Aac (V' UT)}.

Da P nur endlich viele Produktionen hat, bricht Schritt 2. und 3. ab. Nach
Konstruktion von V', T" und P’ ist jedes Zeichen aus (V' U T") in einer
Ableitung vom Startsymbol S aus zu erreichen. Es gilt fiir die Sprachen

L(G’) C L(G) und wir wissen :
Vae (VUT)) (S="vyad = weT*) ~ (ae (V' UT)).

Also waren zur Erzeugung von L(G) nur Produktionen aus P’ beteiligt;

somit folgt L(G) C L(G’) und das Lemma 2.2 ist bewiesen. &

*Beweis nach [Sud] S. 109
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Weder V’ noch T" noch P’ sind gewachsen und es folgt:

V<V wd [P <[P (25)
Fiir die Itemlisten von G’ gilt also:

(Vw € L(G)) (V5 € [0 [w]]) (| IfF (w) | < [IF(w)]). (2.6)

Im weiteren Verlauf der Arbeit gehen wir davon aus, dal die Grammtik G

bereits keine iiberfliissigen Terminals enthélt.

2.4 e-Freiheit

In diesem Abschnitt werden wir zu G eine dquivalente CFG konstruieren,

die keine e-Produktionen enthilt.

Lemma 2.3 Se: G :=(V,T, S, P) eine CFG. Es gibt eine CFG
G’ := (V,T,S,P") ohne e-Regeln, fir die gilt: L(G") = L(G) \ {e}.

Beweis:? Wir konstruieren die Hilfsmenge U:

1. Uy = {AeV|f:A—ecP}.

2. Uz = UWWU{AeV|f:A—> ajay -y € Piag €U, 1 < k< n}.

Da U; C U1 CV ist, gilt:
@A eN)(VjieN) Uy; =U).

Wir setzen U := U; und wissen:
VAeV)(AeU—A="e)N(ee L(G) - SelU).

Wir konstruieren P’ :

Fiir jede Produktion f : A — o € P nehmen wir alle Pro-
duktionen f’: A — o/ in P’ auf, falls man aus « die Satzform
o erhilt, indem man aus « beliebig viele Vorkommen von (2.7)

Elementen aus U streicht und o/ # € gilt.

3Beweis nach [Sud] S. 97 und [Sal] S. 54
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Es folgt: L(G') € L(G). Da man jede Ableitung fiir ein Wort w € L(QG)
und w # € durch Produktionen aus P’ simulieren kann, folgt fiir die beiden

Sprachen L(G) \ {¢} € L(G’) und das Lemma ist bewiesen. &

Falls € € L(G) ist, so konstruieren wir G’ wie oben und fiigen zu P’ die
Produktionen fy: S’ — S und f; : S — € und zu V' das neue Startsymbol

S’ hinzu, wobei S’ in keiner anderen Produktion vorkommt.

Betrachten wir die Auswirkungen auf die GréBe von G’. Im schlechtesten
Fall sind alle Produktionen von der Form: f: A — a1 Biao By - - - o Broay41
mit B e Y fuirl € [1 :r]jund oy € (V\NUUT)* fiirl € [1:r+1].
Sei r die maximale Anzahl von Elementen aus ¢/ in den rechten Seiten der
Produktionen von P. Nach (2.7) besteht die Moglichkeit beliebig viele der
By zu streichen. Sei My die Menge der fiir f € P nach (2.7) erzeugten

Produktionen f’ . Also ist die Kardinalitit:

Myl = (S)*(Z)*"'+<ri1>+<:>

- g(g:?.

fiir jede Produktionen f : A — a1Bias- - Byayy1 € P mit By € U und
mindestens ein «; # e. Die Menge P’ enthilt also maximal 2" | P| viele
Produktionen, falls € ¢ L(G) ist und sonst 2 Regeln mehr. Die Menge der

Nonterminals wird nur um das neue Sartsymbol S’ vergréfiert und es gilt:
|P'| < 27|P|+2 <2 P| und |V'| < |V]+1. (2.8)

Betrachten wir die Auswirkungen der Umformungen nach Lemma 1.3, bei
denen die e-Regeln entfernt wurden, auf die Itemlisten. Sei das Terminalwort

w erzeugt worden mit der Ableitung:

S =* ’ylA51 = ’lequOég s Brarﬂél =% ai---ap =W € T*.
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Wir betrachten nur Regeln f : A — « € P, fiir die Satzformen ~; und d;

existieren, sodaf gilt:

S = Y1 A0y, (2.9)

Nn="pr=ar-as €T A 5= qeT". (2.10)
Weil G reduziert ist, gibt es fiir die Produktion

fiA—-aBiag- - Brayr1 € P B eld,1<I<r+1 (2.11)
Worter py € T*,1 <1 <r+ 1 und Zahlen ¢; € [s : n] mit:

a1Bi- By = pr=as41-a, €T, 1<s<t; <nm. (2.12)
Sei nun fe: By — € € P eine e-Regel in einer Ableitung

mAd = a1 Biag -+ Brayy101 = w,l € [1:r].

Wir wissen

(2.9) (2.10)
S =% A6 =" piAg

(2.11)
= ploélBlOég s Brar+1q1

(2.12)

=" pimBiogy1 By - Braepiqa
(2.12)

=" p1pr1qr = w

=a1 Qs Ay, cap, g €T, 1 <0< n.

Betrachten wir zunéchst die Itemlisten, die das EPV fiir das Wort w
beziiglich G aufbaut. Mit den Voraussetzungen (2.9) bis (2.12) und wegen

Satz 1.1 folgern wir fiir alle [ € [1: 7]:
[A — o B .Blal+1Bl+1 cee BTaT’-i-la S] S [S(’w) . (2.13)

Hierzu setzen wir in Satz 1.1: v := v, 0 := 61, a := ayBiag - By, 0 :=

op41Biy1 - Brapg, @ := s und j := t;. Mit dieser Wahl folgt fiir alle [ €
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[l:rjund 1 <s <t <n:

(2.9)
(a) S =* 71A51 = ’yAfs,
(2.10)
(b) v = pr=ar-as=a--a;,

(C) f:A—>OélBl()42"'BrOér+1€P, Bel,
(2.12)
(d) a=aiBiaz---Bi_joq =" p

:a/S"l‘l...a/tl:ai"rl...aj'

Behauptung (2.13) ist bewiesen. Mit den gleichen Vorraussetzungen (2.9)
bis (2.12) und Satz 1.1 folgern wir aber ebenfalls fiir alle [ € [1 : r]:

(B — €.,t] € Ig’(w). (2.14)

Hierfiir setzen wir v := vy By - - Bi—1oq, 6 := oq+1Bi41 - - Brag4161, a :=
B :=¢€,1:= 7 :=t;. Mit dieser Wahl folgt fiir alle [ € [1: 7] und 1 < s <

tlﬁni

(2.9)
(a) S = 71A51

2.11)
= mai1 By BjoqBiagyy - Broy161 = vB4,

(b) vy=ma1By - By
(2.10)
= praqB1--- Bl
(2.12)
=" pipr=ai---asp
:al...asas+1...atl :al...asas_l_l...aj’
(¢c) fe:B,—ee€P B elU,

(d) a=e="ay41--a, =€.

Nun sucht die Operation Completor wegen (2.14) in Liste It?'(w) nach
Vorgéngern fiir das Item [B — e.,t;] und findet mit (2.13) das Item
[A — a1By - a;. By 1By -+ - Brayy1, s|. Dieses wird iibernommen als

[A - By qBj.ayi1Byy1 - Brayy1, s]. In Liste It?'(w) befinden sich
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also neben [B; — €., t;| und [A — a1 By oy By 1Big1 -+ - Brawy, 8
auch das Item [A — a1 By - yBj.aj 1Bt - - Brayy, 8], falls die e-Regel
fe : Bj — € € P in einer Ableitung des Wortes w beziiglich G angewandt

wurde. Also gilt fiirallel € [1:r] und 1 < s <t < n:
[A — o1 By - B .al+1Bl+1 s BTaT’-i-la S] S It?(w) . (2.15)

Betrachten wir nun die Itemlisten, die das EPV fiir w beziiglich der Gram-

matik G’ aufbaut. Wegen (2.11) und (2.7) gilt fiir alle [ € [1 : 7]
fiA—pBipse P,

wobei 81 := a1 Biawg -+ - Bj_qqy ist und 3 nach (2.7) aus aj41Bj4q1 -+ - Brag4

entstanden ist. Fassen wir die Aussagen (2.9) bis (2.12) in

(2.9)
(a) S =* ’71A51,

(2.10)
(b) m1 =" p=a1--as=ai---a;,

(¢) fl:A—pifreP,
(2.12)
(d) Bi=a1By---Bi_ioq =" pp=asi1---ay = Gig1--- 5

zusammen und setzen in Satz 1.1 v:=~, 0 :=01, a:=F1, 8:=Ps,1:= 5
und j := t;, so erhalten wir die Bedingungen, da8 fiir alle [ € [1 : r] und

1 <5<t <ngilt:
[A = Br.fa,s] € IF (w). (2.16)

Sind in It?'(w) die drei Items [A — 1By ;. Bjoys1 By -+ Broyya, 8,
[A — ayB1---qBj.oaqi1Bi1 - Brayy1, 8] und [B; — €.,1], so befinden
sich mit (2.16) in Liste Itcl"', (w) alle Ttems [A — (.02, s]. Hierbei ist 8 :=
a1Biag -+ - Bj_1aq und (2 nach (2.7) aus a;y1Bj41 -+ - Bray4+1 entstanden.
Die maximale Anzahl von 2"+ Items wird erreicht, falls 31 = a1 = € ist.
Dann liefert Predictor (IS (w) ) alle 27! Items [A —. (2, 5] in Liste IS (w).

Fiir die Itemlisten der Grammatik G’ folgt mit (2.8) bis (2.16):

(Vw € L(G)) (Vj € [0+ [w]]) (1 If (w) | <27 |IF (w)]). (2.17)
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Im weiteren Verlauf der Arbeit gehen wir davon aus, da die Grammtik G
bereits e-frei ist, falls L(G)e-frei ist, und ansonsten P’ als einzige e-Regel
die Produktion f; : S’ — € € P’ enthilt, wobei das neue Startsymbol S’ nur

noch in fy: 8" — S € P’ vorkommt.

2.5 Kettenregel-Freiheit

In diesem Abschnitt werden wir zu G eine dquivalente CFG konstruieren,

die keine Kettenregeln enthélt.

Lemma 2.4 Sei G :=(V,T,S, P) eine CFG. Es gibt eine CFG
G’ := (V,T,S,P") ohne Kettenregeln, fiir die gilt: L(G') = L(G) \ {e}.

Beweis:* Wir konstruieren die Hilfsmengen U4 fiir alle A € V:

L. Us1 = {A}.

)

2. Upiv1 = U, U{BeV|f:C—-BePCecla;}.
DaUa; C U441 CV ist, folgt:

FeN)VjeN)Urg =Uaitj) .
Wir definieren Uy := Uy ;. Es folgt:

BeUy < A="B.

Wir konstruieren P’ wie folgt:

Py, = {f/tA—pB|B€Us, f:B—BEP, gV U{c}.
Po= |JPyUu{f:A—-aecPlag¢gVU{et}.
AeV

Es folgt: L(G') C L(G) und G’ ist kettenregelfrei. Durch Induktion iiber
die Liange der Ableitung von w € L(G) lafit sich zeigen, dafl die Sprache

“Beweis nach [Sud] S. 104 und [Sal] S. 55
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L(G) \ {e} € L(G’) ist, und das Lemma ist bewiesen. &

Falls € € L(G) ist, so nehmen wir zu P’ die Kettenregel fy : S" — S und die
e-Regel f1 : 8" — € hinzu, wobei das neue Startsymbol S” in keiner anderen
Produktion vorkommt. Durch die Konstruktion von P’ nach Lemma 2.4
wichst P’ an. Im schlechtesten Fall sind alle A € V in allen U4 enthalten.
Sei r die maximale Anzahl der Produktionen f : B — (§ € P mit linker
Seite B und B € Uy; fiir jedes A € V werden somit maximal r (|V]| — 1)
viele neue Produktionen erzeugt, also |P'| < r(|V| —1)|V]. Da r < |P|
gilt, ist: |P’] < |P||V]? := g1 |P|. Die Menge der Nonterminals wude nur

um das neue Startsymbol S’ vergrofiert,und es ist:
|P'| <gi|P| und |V'| < |V|+1. (2.18)

Betrachten wir die Auswirkung der Umformung nach Lemma 2.4 auf die

Itemlisten. Da G bereits reduziert und e-frei war, gilt fiir alle A € V:

(3,6 € V*)(S =* 7A5), (2.19)

(y="peT" N i="qel”). (2.20)
Seien nun in P die beiden Produktionen
forA—=B AN f3:B—af, (2.21)

und gelte fiir fs3:

a=*peT" N [="qeT". (2.22)
Wir wissen
(2.19) (2.20) s f
S =% yAS =* p1Aq = p1Bq = prafBq
(2.22)

=* pipgqr i=w=ay- -a, € L(G),a; €T, 1 <i<n.

Seien fiir 1 <i < j < n die Langen |p;| =i und [p| = j — i, und gelten die

Aussagen (2.19) bis (2.22) so, dafl fo : A — B € P eine Kettenregel in einer
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Ableitung des Wortes w beziiglich G ist. Wir folgern fiir die Itemlisten, die
das EPV fiir das Wort w beziiglich G aufbaut mit Satz 1.1:

(B — a.f3,i] € I (w). (2.23)

Denn es ist:
(2.19)
(@) S =* A5 2" s,
(2.20)
b) v =" p=aa,

(¢) fs:B—aBeP,
(2.22)
(d) o ="p=ajt1--a;.

und Aussage (2.23) ist bewiesen.

Betrachten wir nun die Itemlisten fiir das Wort w beziiglich G’. Mit (2.19)
bis (2.22) und Satz 1.1 folgern wir:

[A— a.p,i] € IF (w). (2.24)

Denn es ist:

(2.19)
(a) S =" v40,
(2.20)
b)) v="pm=ara,

(c) fi:A— aBe P (nach Konstr. von P’) ,
(2.22)

(d) a =" p=ai---aj,
und Aussage (2.24) ist bewiesen. Fiir jedes Item [B — «. 3,1] in Liste I]-G(w)
befindet sich genau ein Item [A — «.f,4] in Liste I jG/(w), falls die Ketten-
regel fo : A — B € P der Produktion f3 : B — af € P voraus ging.
Beziiglich G wird zusétzlich das Item [A — B.,i| von der Operation Com-
pletor in die Liste I JG(w) geholt. Weiter sucht Completor sowohl fiir G als

auch fiir G’ in den Itemlisten mit Index ¢ nach moglichen Vorgéingern und
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findet jeweils alle Items [C' — v.Apu, k]. Fiir G werden aber zusitzlich alle

Ttems [C' — 0. Bji, k] in IC(w) gefunden. Es gilt fiir die Ttemlisten:
(Vw € L(G)) (Vj € [0: |w|])(| IfF (w)| < g1] IF (w)]). (2.25)

Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen: Seien I jG (w) und I ]G "(w) die
vom EPV beziiglich der Grammatik G und einer dquivalenten, reduzierten,
e-freien und kettenregelfreien Grammatik G’ aufgebauten Itemlisten fiir das

Wort w. Es gilt:
(Vw € L(G)) (Vi € [0: [w] (I (w)| <27 g1 |7 (w)]). (2.26)

Im weiteren Verlauf der Arbeit gehen wir davon aus, da die Grammtik G
bereits kettenregel- und e-regelfrei ist, falls L(G) e-frei ist, und ansonsten P
nur die Kettenregel fy : S’ — S und die e-Regel f1 : S’ — ¢ enthilt, wobei

das neue Startsymbol S’ in keiner anderen Produktion vorkommt.

2.6 Normalform

In diesem Abschnitt werden wir zu G eine dquivalente CFG konstruieren,

die Chomsky-Normal-Form hat.

Satz 2.2 Sei G = (V,T,5,P) eine CFG. Es gibt eine reduzierte CFG
GONFE in ONF, fir die gilt: L(G) = L(GENF).

Beweis:? Nach Lemma 2.1 bis 2.4 konstruieren wir aus G eine Grammatik
G, die reduziert, kettenregelfrei und e-frei ist. Alle Produktionen aus P;

sind von der Form:
Vf:A—aehP) (aecTh V(e Vi UTI)",n>2)).

Wir konstruieren G := (Va, 11, S1, P») wie folgt:

"Beweis nach [Sud] S. 113 und [Sal] S. 56
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1. Wir ersetzen jede Produktion f : A — ai1bias---bpayy1 € Pp mit
b eTh firi e [1:n]und a; € Vi fir i € [1 : n+ 1] in P, durch
die Produktion f: A — ole{f)ozg e Hr(Lf)oan und die Produktionen
fi: Hi(f) — b; fiir i € [1:n], wobei die Hi(f) ¢ Vi sind.

2. Wir nehmen fiir alle f € P; alle Hi(f ) 2u V5 dazu.

Alle Produktionen in P, sind nun von der Form:
Vf:A—-aeP)(aceTiUVy, n>2).

Es gilt: L(G1) = L(G2). Aus Gg konstruieren wir Gg := (V3,11,S1, P3):

3. Jede Produktion f : A — B1By---B, € P, mit r > 2 wird in P3
ersetzt durch die Folge von Produktionen f; : I?Z(f )1 — Bi]f[i(f ) fiir

i€ [1l:r—1], wobei ];_Iéf) = Aund ];_Ir(]:)l := B, gilt und die ];_Ii(f) ¢ Vs

sind.
4. Wir nehmen zu V3 alle ﬂl-(f ) aus 3. dazu.
Es folgt: L(G3) = L(G2) und mit GENF .= G3 ist Satz 2.2 bewiesen. <©

Betrachten wir die Auswirkungen auf die GroBe von GENF | Sei r die Liinge
der ldngsten rechten Seite aller Produktionen aus P;. P, wéchst mit 1. auf
maximal | Py | < (r+1)|P;| an, falls die lingste rechte Seite aus r Termi-
nals besteht. Wegen 3. werden maximal (r —1)| P | viele Produktionen in
P5 erzeugt. Die Menge der Nonterminals V3 erhilt mit 2. r neue Hilfszei-
chen je Produktion in P; und mit 4. r — 2 neue Hilfszeichen je Produktion

in P. Also folgt:
|Py| <(r—1)|P| <r}P| und |Vs| < |Vi|+r3P|. (227

Betrachten wir die Auswirkungen der Umformungen nach Satz 2.2 auf die

Itemlisten, und gehen davon aus, daffl G bereits reduziert, kettenregel- und
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e-frei war. Also gilt fiir alle A € V;:
(F1,01 € (T UW)) (S =" 11 4d1),
71:>*a1---a86T1* VAN 51:>*Q1€Tik.
Sei nun die Produktion f € P; mit:

f:A—>041---arGPl,OélG(TlLJVl),1§l§7‘,

ap-rop =T agpray €T,1< s <t

Wir wissen:
(2.28) (2.29)
S =7 ’71A51 =% ai - -asAql
(2.30)
:> al...asal...arql
(2.31)

*
= al...asas_i_l...atrql

:al...asas+1...at an:weTf

T

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Wir betrachten die Listen, die das EPV fiir w € L(Gq) beziiglich G; auf-

baut und zeigen fiir alle l € [1: 7] und 1 < s <, < n:

[A—ay ooy ap, 8] Elt?l(w).

(2.32)

Wir zeigen die Behauptung durch Nachweis der Bedingungen von Satz 1.1

und setzen hierfiir: v : =y, d =0, a=a1--a, 0= g1 Qp, 0 := 5

und j := t;. Mit dieser Wahl folgt fiir alle l € [1: 7] und 1 < s < ¢, <n:

(2.28)
(a) S == 71A51,
(2.29)
b)) y=m =" a-as=a1-a,

(¢) ftA- oo, €P,aqe(THUV),
(2.31)
(d) a:alal :>* as—‘,—l"'atl:ai—l—l“'aj-

Betrachten wir nun die Itemlisten fiir w beziiglich GEV¥. Mit (2.30) und 1.

folgt:

FiASHIED HD epy 1< <y,

(2.33)
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wobei Hl(f) = o ist, falls oy € V7 ist und Hl(f) € Vo \ W ist, falls oy € T ist.
Gleichfalls folgt mit 1. :

fioHY S apep1<i<r, (2.34)

falls oy € T ist. Mit (2.33), (2.34) und 3. folgt nun:

foBY = HOAD e Pylet:r—1],r>2, (2.35)

wobei ];_Iéf) = A und ];_If,{)l = H,(f) gilt und alle ];_Il(f) € V3 \ V, sind. Somit

wissen wir:

AP g0 g0 CB) g0 g o)
(2.35)

2 uPup . n,aY),
CE gh g gD, gD g

Fir alle Hl(f ) eV gibt es Produktionen der Form (2.34), falls oy € T3
ist. Also ist H l(f ) = «y, falls «; ein Nonterminal war, oder die Produktion
fi: H l(f ) oy liegt in Py, falls a; ein Terminal war. Somit folgt:
(2.35) (2.34)
A :>~k H£f)H2(f)H7§f) :>* a1O9 - Qe
Mit den Aussagen (2.28) bis (2.35) zeigen wir fiir r > 2 und [ € [1: 7 — 1],

mit 1 < s <t <nundty=s:
(A, — B LB 1) € IEVF (w). (2.36)

Wir zeigen die Behauptung durch Nachweis der Bedingungen von Satz 1.1
und setzen hierfiir: v := ’ylef)HQ(f)---Hl(f)lﬁ = 01, a = Hl(f), G =
Fll(f),z' := t;_1 und j := ¢;. Mit dieser Wahl folgt fiir » > 2 und alle
lel:r—1],1<s<t;<nundty=s:

(2.28)
(a) S =7 ’71A51
(2.35) ) )
5 O HD  HD B 5 — gD,
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(2.34)
) y=mni"H - H S e
(2.29)
j* a/l...a/sal...al_l
(2.31)

*
:> al...asas+1...atl71:al...ai’

(¢) fi: Hl(f)l — l(f)ﬁl(f) € P3 (nach Konstr.) ,

) (2.34)  (231)
(d) a=H"" =" o =" ay_ 41 ay = aiy1--- 05 .

Damit ist Behauptung (2.36) bewiesen. Fiir » > 2 und alle [ € [1 : r — 1]
befindet sich in allen Listen IV (w) je ein Item | _l(f)l — l(f) .];_Il(f),tl_l].
Mit den Aussagen (2.28) bis (2.35) zeigen wir gleichfalls fiir alle » > 2 und

1<s<t, <n:
1Y, - HD HD L, ) € IOVF (w). (2.37)

Verglichen mit G entspricht (2.37) der Situation, in der die Produktion
f:A— a1 -« vollstindig abgearbeitet ist. Wir zeigen die Behauptung

(2.37) durch Nachweis der Bedingungen von Satz 1.1 und setzen hierfiir:
v o= ylef)Héf)---Hﬁf)z, 0 := 01, a 1= Hﬁ{)l 7§f)’ B :=¢€,1:=t,_o und

J :=t, und erhalten:

(2.28)
(a) S =" 1145
=m0 L5 = D,
(2.34)
(b) v =" mar- o
(2.29)
=% a1 Q01 Qo
(2.31)
o a1 Ayl Ay, = A1 G,
() fro1: Hr({)g — Hﬁi)lH(f) € P3 (nach Konstr.) ,

T
(2.34)
(d) oz:H,@lHr(f) =% a1y
(2.31)
=" At p41 A, = Qi1 05
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Somit ist Behauptung (2.37) bewiesen. Die Operation Completor holt al-
so aus IP VI (w) das Item [];_IT,(J:)Q — Hﬁ’i)lHﬁf) .. t;_2] in die Liste I7 N (w)
und sucht in Liste Ig f\;F (w) nach Items mit dem Punkt vor dem Nontermi-
nal ETT(]: )2. Mit Aussage (2.36) befindet sich nun in allen Listen Ig NFE () fiir
le€[l:r—1]jeein Item | _l(f)l — Hl(f) .ﬁl(f), t;—1]. Diese Items werden nach-
einander in den Listen It(f NF(w) gefunden und in Liste ICVF (w) gebracht.

Durch Induktion iiber r 148 sich fir allel € [1 :r —1Jund 1 < s <t <n
zeigen:

(e lr—1) (A7) — B BD 0] € ISV (w), (2.38)
wobei tg = s, ﬁo(f) = A und ];_Ir(]:)l = 1Y) ist. Dies sind r — 1 viele Ttems.
Wir mochten hier die Listen Ig NFE(w) in schematischer Weise darstellen um
eine Anschauung zu geben. Wir zeigen deshalb nur die Items, die aus den
Aussagen (2.28) bis (2.38) folgen. Esist [ € [1: r—1], tg = s, ﬁo(f) = Aund
a0 = g,

Liste Iy, (w) Liste I, (w) Liste I, (w)

HQ(f) — Q2 ., tl]

G o HO D) 4]
[Hl(f) —e (X1, to]

Liste I, (w) Liste Ir,_, (w)

[

[ﬁl(f) H(f) Hl(j),tl—l] [H£{)1_>QT_1 7tr—2]
[ﬁl(f) e Hl(i)lﬁl(f)lﬁ t] [ _r('i)z - H7(‘{)1 . E[r(i)b tr—2]
[Hl(f_)l—> ay1,t) [77@1—> Oy, tr_1]
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Liste I, (w)
: 17D =D )
)

[7£'f1—>ar.,tr,1] :
[, —aD T, Lt ) (i — DD . 4]
10,1t {0

Fassen wir das letzte Ergebnis in einer Aussage zusammen: Sei r die langste
rechte Seite aller Produktionen f: A — a7 - a, € Pp, so folgt fiir alle i €
[0:k]und k <r: Fiir jedes Item [A — a3+ ;o1 g, 8| € It?l(w)

sind mit (2.27) und (2.38) maximal r? viele Items in IV (w). Also gilt:
(Vw € L(G1) ) (¥ € [0 ol ]) ([ IV (w)| < r?[ 17 (w) ) (2.39)

Die Umformungen nach Lemma 2.1 bis 2.4 und Satz 2.2 verdndern die
Itemlisten maximal um eine von der urspriinglichen Grammatik abhéingige
Konstante. Bei einigen Umformungen wéchst zwar die Grole der Gramma-
tik, nicht aber die Grofle der Listen. Die ausschlaggebenden Faktoren sind
g1 und die Lange r der ldngsten rechten Seite der Produktionen. Es gilt fiir

die Konstante aus Satz 2.1: ¢ := 2"t1g;r? und somit folgt:
(Vw € L(G)) (V4 € [0 Jw|]) (1IFN (w)] < 27 gur? [IF (w)]) . (2.40)
und Satz 2.1 ist bewiesen. &

Wir kénnen die in Kapitel 3 gewonnen Ergebnisse also auf allgemeine kon-

textfreie Grammatiken {ibertragen.
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Kapitel 3

Nichtzustandsbeschrankte

Grammatiken

In diesem Kapitel werden wir hinreichende Kriterien vorstellen, die ein un-
beschréinktes Wachstum der Itemlisten zur Folge haben. Alle Grammatiken,
die mindestens einem dieser Kriterien gentigen, sind also Elemente der Men-

ge NIB.

3.1 Rechtsrekursion

Satz 3.1 Sei G := (V,T,S, P) eine reduzierte CFG in CNF und enthalte
G ein rechtsrekursives Nonterminal A. Es gilt: G € NIB.

Beweis: Weil G das rechtsrekursive Nonterminal A enthalt und in e-freier

und reduzierter Form vorliegt, gilt:

(31,61 € (VUT)) (S =* 1146,), (3.1)
@@ €T (n =% p1 A 61 =% q1), (3.2)
(Fra € V) (A =" 7a4), (3.3)
(3g e T (A="q). (3.4)
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Sei nun [ := |y4]. Da G in CNF ist, hat (3.3) die folgende Form:
A= BlBi = BlBgBé =5 =7 BBy --- BlA, (35)

wobei f; : Bj_; — B;B. € P Produktionen sind, fir die gilt: B;,B] € V',
1 <i <, Bj = B] = A. Aufgrund der e-Freiheit und Reduziertheit von G

erhalten wir weiter:

(Vie[l:1])(VB; € V) (3m; € TT)(B; =* my).
Wir setzen m := mq ---m; € TT und erhalten:

YAa=DBi---B="m. (3.6)
Durch k-maliges Wiederholen von (3.3) mit (3.6) folgt:

A=* (ya)f A= mFA ke V. (3.7)

Betrachten wir nun das Wort wy, := pim¥qqi, k € Np. Bs ist

(31) (32) (33) N
S =" A0 =" prAq =" pi(va)"Aqr =" prm©Aqr =" prmTqq,

d.h.
(Vk € Np) (wi € L(GQ)) .

Sei nun k € Ny und wy := ajas---a,, a; € T, 1 < ¢ < n. Wir betrachten

die Itemlisten, die das EPV fiir das Wort w;, aufbaut und zeigen:

(Vs € [0:k—1))([A — BiB,.,|pim®|| € IS . (wy)). (3.8)

Ip1m*q|
Beweis: Wir zeigen die Behauptung (3.8) durch Nachweis der Bedingungen
von Satz 1.1. Hierzu setzen wir: v := v1(y4)%,0 := 01, := BB}, :=
€,i:= |pym?| und j := |pymFq|. Mit dieser Wahl folgt fiir alle s € [0 : k —1]:

(3.1) (3.3)
(a) S =" A0 =" 71(74)° A0 = vAJ,
(3.2) (3.6)

(b) vy=m(a)’ =" pi(ya)® =" pim® = a1 - CQlpyms| = G100 G4,

37



KAPITEL 3. NICHTZUSTANDSBESCHRANKTE GRAMMATIKEN

(¢) fi:A— BB=f:A— aBe P (nach Konstr.),

(d) Oé:BlBi
(3.5)
—~* BiBy--- BB, %Y 5,4
(3.3*) k—s
=% (7a)" A
CONNNCT R

=" m A = mP %
= Qpyms|+1 """ Qpymkg| = Git1 """ Q5 -

Damit ist Behauptung (3.8) bewiesen. In der Itemliste 7, \(;mkq\ (wg) befinden
sich bei Anwendung des EPV auf wj somit mindestens k Items. Da fiir
jedes k € N das Wort wy, € L(G) liegt, ist G € NIB und Satz 3.1 ist

bewiesen. O

Die anschauliche Interpretation von Satz 3.1 ist wie folgt: Bei der Ableitung
der Satzform A =* y4 A nach (3.5) erzeugt das EPV nur Items, deren Zeiger
jeweils von Liste I|§7;1Pm1"'mi| (wy) in die Liste I|§1Pm1"'mi71 | (wy,) zuriickzeigen.
Diese Items werden alle von der Operation Completor nach erfolgreicher
Abarbeitung von ByBs--- B;Bj in die Liste [ﬁlpml---mlm”(wk) geliefert. Da

Bj = A ist, kann sich dieser Vorgang beliebig oft wiederholen.

Wir gehen bei den weiteren Betrachtungen davon aus, dal G kein rechts-

rekursives Nonterminal enthalt.

3.2 Linksrekursion
Satz 3.2 Sei G := (V,T,S, P) eine reduzierte CFG in CNF mit:
1. (3A,B,CeV)(f:C— AB€P),
2. (3(m,p,q) € TT x T* x T*) (Vs,t € N) (A =*pm® A B =*mlq).

Es gilt: G € NIB.
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Beweis: Wir betrachten zuniichst die Ableitung B =* m'q nach Voraus-
setzung 2. Da es nur endlich viele Produktionen in P mit linker Seite B
gibt, existiert eine unendliche, streng wachsende Folge natiirlicher Zahlen

t1, to, -+, Gyl > 11 > [ > 1 fiir die gilt:
B=v="mlg t;>1>1. (3.9)

Die Produktion f : B — v € P ist also mogliche Startregel in allen Ablei-

tungen B =* mllq. Da G in e-freier und reduzierter Form vorliegt, gilt:

(E]"yl, 0 € (V U T)*) (S =% ’le(51) , (310)

1, €T) (=" ANd1=>"q1). (3.11)

Betrachten wir nun das Wort wy, := p1pm”qqi, k := s + t. Es ist
(3.10) (3.11) Vor. 1 Vor. 2. &
S =% nCé =" pICq1 "= mABqa =" pipm“qq € T,
d.h.
(Vk e N\ {1}) (wg, € L(G)).

Sei nun k£ € N\ {1} und wy :=ay - ay, a; € T, 1 < i < n. Wir betrachten

die Listen, die das EPV fiir das Wort w;, aufbaut. Wir zeigen:
(VL€ [1:4]) (B = ve, [pipm™ ) € IS | ii(wp)). (3.12)

Beweis: Wir zeigen die Behauptung (3.12) durch Nachweis der Bedingungen
von Satz 1.1. Hierzu setzen wir v := v A, := 6, a = v, 0 := €, 1 :=
lprpm*~4| und j := |p1pm¥q|. Mit dieser Wahl folgt fiir alle I € [1 : [,.:

(3.10) Vor, 1
a) S =* ’Ylesl = "ylAB(Sl :’yBé,

(3.11) Vor. 2. .
b) y=mA =* pA = pipm Tl

:al...a‘plpmkitl‘ :al"'aiy

c) f:B—v=f:B— afc P (nach Konstr.),
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(3.9)
d) a=v="mlq
= Qprpmh—t|+1 """ ApipmPy|

:al+1aj

Damit ist Behauptung (3.12) bewiesen. In Liste Iglpmkq\(wk) befinden sich
also bei Anwendung des EPV auf w; mindestens [, Items, wobei [, ma-
ximal ist mit ¢;,, < k. Wegen (3.9) ist aber t;, < k fiir wachsende k eine
unbeschrinkte Teilfolge von t1,tg,---. Da fiir jedes k € N\ {1} jedes Wort
wy € L(G) liegt, ist G nichtzustandtsbeschrinkt, also G € NIB und der

Satz ist bewiesen. &

In einer Ableitung des Wortes wy, kann das Teilwort pmFq nicht eindeutig auf
die Nonterminals A und B aufgeteilt werden. Dies genau hat das Wachstum
der Listen zur Folge. Wir gehen in den weiteren Betrachtungen davon aus,
dafl die Grammatik G die Voraussetzung 2. aus Satz 3.2 nicht erfiillt. In
diesem Satz nahmen wir an, dafy die Teilworter m die gleiche Form haben.
Wie der folgende Satz zeigt, wachsen die Itemlisten auch dann, wenn die

Wérter m in Voraussetzung 2. variieren.
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Satz 3.3 Sei G := (V,T,S, P) eine reduzierte CFG in CNF mit
1. (3A,B,CeV)(f1:C— ABEeP),
2. (YneN)3Fk>n)3(p,q) €eT* xT*)(Vs € [1:k]Ims €TT).
(Vse[l:k—1))
21 A=*pmq---myp_s,
211 B="Mg_g11---Mgq.

Es gilt: G € NIB.

Beweis: Wir betrachten zunéchst die Ableitung B =* my_s41 - - - mpq nach
Voraussetzung 2.1I . Sei Pp die Menge der Produktionen f : B — v € P.
Jede Ableitung 2.1I beginnt mit einer Produktion f € Pg. Fiir verschiedene
s € [1: k—1] sind dies moglicherweise verschiedene Regeln f € Pp. Da 2.11
fiir wachsende k£ € A und alle s € [1 : k — 1] gilt, existiert eine unendliche,
streng wachsende Folge nariirlicher Zahlen ki, ky, -, kip1 > ki > 1 > 1 fiir

die gilt:
(Vre[l:1])3sr€[l:k—1])(B=v="mp_s.+1- - mkq). (3.13)

Die Produktion f : B — v € P ist also mogliche Startregel in allen Ab-
leitungen B =* my, s, 41 --my,q. Da G in e-freier und reduzierter Form
vorliegt, gilt:

(3’71, 01 € (V U T)*) (S =% ’71051) , (3.14)

(le, q1 € T*) (’71 =% p1 N 01 =* q1) . (3.15)

Betrachten wir das Wort wy, := p1pmq - - - mrqqr. Es ist
(3.1&) (3.15) Vor. 1. Vor.*2. .
S =" nCé =" pCq "= pABq =" pipmy---myqq € T7,
d.h.

(Vn e N3k > n) (w; € L(G)).
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Sei nun k; € N\ {1} und wy, == a1 -+ - ayn, a; € T, 1 < i < n. Wir betrachten

die Listen, die das EPV fiir das Wort wy, aufbaut und zeigen:
(Vrell:l])3s, €[1:k—1))
(IB = v.,|pipmy - -my, .|| € Iglpmlmmqu|(wkl)). (3.16)

Beweis: Wir zeigen die Behauptung (3.16) durch Nachweis der Bedingungen
von Satz 1.1. Hierzu setzen wir v := 1A, 0 := 61, a := v, 3 := €, 1 :=
lpipma - - my,—s,.| und j = |pipmy - - - my,q|. Mit dieser Wahl folgt fiir alle
rel:ljund s, € [1:k — 1]

(3.14) Vor, 1
a) S =~ ’Ylesl = "ylAB(Sl :’yBé,

(3.13) Vor.,?(.l
b) v =" pA =" pipmy---mp s,

= a1 Aipypmy-my, s, |
=ap---0a;,

c) f:B—v=f:B— afc P (nach Konstr.),

(3.13)
d) a=v =" mg_s41- MKq

= Apipma-mp, —s, [+1 """ Aprpma--my,
= aZ-‘rl .. aj .

Damit ist Behauptung (3.16) bewiesen. In Liste IS

lp1pma My, ql

(wg,) befinden
sich also bei Anwendung des EPV auf wy, mindestens [ — 1 Items. Da fiir
jedes n € N ein Wort wy, mit k; > n € L(G) liegt, ist G nichtzustandtsbe-
schrankt, also G € NIB und Satz 3.3 ist bewiesen. &

In einer Ableitung des Wortes wy, kann das Teilwort pmy - - - myq nicht ein-
deutig auf die Nonterminals A und B aufgeteilt werden. Dies genau hat das
Wachstum der Listen zur Folge. Wir gehen in den weiteren Betrachtung-
en davon aus, dafl G keine der Voraussetzungen 2. aus Satz 3.3 erfiillt.
Im folgenden Abschnitt betrachten wir Grammatiken mit echt rekursiven

Nonterminals.
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3.3 Echte Rekursion

Satz 3.4 Sei G := (V,T,S, P) eine reduzierte CFG in CNF und enthalte

G das echt rekursive Nonterminal C' mit:

1. C=*vCu,

2. (FmeTT)(v="mAC="m A up="m).
Es gilt: G € NIB.

Beweis: Weil G in CNF vorliegt und reduziert ist, folgt:

(3’71, 01 € (V U T)*) (S =* ’71051) , (3.17)
A, €T ) ="pPi AL ="q1). (3.18)

2k+1

Wir betrachten das Wort wy := pym q1- Weil G das echt rekursive Non-

terminal C enthélt, ist

(3.17) (3.18) Vor. 1. & i Vor. 2. okt 1
S =* yCs =" pCq =" pCutq =" pim™ gy,
d.h
(Vk € No) (wp € L(G)).

Um aus C die Satzform vCpu abzuleiten, gibt es zwei Moglichkeiten fiir
X, Y eV:

Fall1: C="vX A f: X—>CYEPANY ="pu.

Fall2: C="YuANf: Y ->XCePANX="v.

Sei wg := a1 -an, a; € T, 1 < i < n. Wir betrachten die Itemlisten, die

das EPV fiir das Wort wy, € L(G) aufbaut, fiir beide Fille und zeigen:
Fall 1: (Vs € [1:&]) ([X — CY ., [pim® 2] € IF oy (wr). (3.19)

Beweis : Wir zeigen die Behauptung (3.19) durch Nachweis der Bedingun-

gen von Satz 1.1. Hierzu setzen wir: v 1= 2= 2511 § .= 127256, o :=
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CY, B:=¢,i:= |pym*~2F und j := |pym?*+1|. Mit dieser Wahl folgt fiir
alle s € [1: kJ:
(3.17)
(a) S =7 ’71051
Vor. 1.
% ,71]/216—280“219—2851

Falll: -
= T X ptt T

— ’Yly2k_28+1X,u2k_2851 — ’Yst 7
(3.18)

(b) ,7:,71]/2]6—28-‘1-1 gy p11/2k_25+1
Vor. 2. 2%—2s+1
:>* pim —2s+

=ap--- a‘p1m2k723+1| =aji---a;,
(¢c) f:X—=CY=f:X—afeP (nach Konstr.),
Vor. 1. 1 1
(d) a=CY =* V7' Cu*Y
vor.2- 1 1 25—1
= m T mm®T Y = m* Y
Fall 1: Vor. 2. 251 9
= m* T = m”PT im=m
= Qpym2k=2s+1|41 """ Apym2k+1] = Qi1 Ay -
Damit ist Behauptung (3.19) bewiesen.
Im anderen Fall zeigen wir:

Fall 2: (Vs € [1:k]) ([Y — XC., [pim™ 2 € [T oy (wr). (3.20)

Hierzu setzen wir: v 1= yqp2F=25t1 § .= 2h=25425, o .= XC, f:=¢, i :=
lprm2* =25+ und j := |pym?* 1. Mit dieser Wahl folgt fiir alle s € [1 : k]:

317) Vor g k9541 2k—25+1

(a) S =" nCoH =" v o>,
Fall 2o e 2st1 2h—2s+1

N oY s+ YNN —2s+ 5

— ,Yly2k—28+lyu2k—28+261 — 'yYé,

(3.18) Vor. 2.

2k—2s+1 =% p1m2k—2s+l

(b) =y S

= A1 Qpym2k-2st1| = A1 Ay
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(¢) f:Y—->XC=f:Y —afeP (nach Konstr.),

Vor. 1. 1 1 Vor. 2. 1 1

(d) a=XC =* X7 Cp*~ =% Xm® 'mm®
251 Fall 2: 9 Vor. 2. 251 9
=Xm*™" =% vm®T =5 mm®T =m*S

= a‘p1m2k72s+1‘+1 tee a‘p1m2k+1‘ = Qi1 A5 .

Damit ist Behauptung (3.20) bewiesen. In beiden Féllen befinden sich in Li-
ste I, g’lm%ﬂ‘(wk) bei Anwendung des EPV auf wy, mindestens k Items. Da
fiir jedes k € Ny das Wort wy, € L(G) liegt, ist G nichtzustandsbeschriinkt.
Somit gilt G € NIB und Satz 3.4 ist bewiesen. &

Wir gehen im Folgenden davon aus, daf8 die Sprache L(v) N L(C) N L(p) fiir

jedes echt rekursive Nonterminal C' der Grammatik G leer ist.

3.4 Echte Rekursion und Linksrekursion

In diesem Abschnitt betrachten wir Grammatiken, die ein Nonterminal C
enthalten, das sowohl echt rekursiv als auch linksrekursiv ist. Wir nehmen
an, da} C' entweder mit der Satzform v oder der Satzform p ein gemeinsames

Terminalwort ableitet, die Sprache L(v) N L(C) N L(p) aber leer ist.

Satz 3.5 Sei G := (V,T,S, P) eine reduzierte CFG in CNF und enthalte

G das echt rekursive Nonterminal C mit:

1. C=*vCu,

2. A(m,q) eTT* xT*)(Vt e N) (v =*m A C =*mlq).
Es gilt: G € NIB.

Beweis: Wir betrachten zunichst die Ableitung C' =* m!q nach Voraus-
setzung 2. . Da es nur endlich viele Produktionen in P mit linker Seite C

gibt, existiert eine unendliche, streng wachsende Folge natiirlicher Zahlen

45



KAPITEL 3. NICHTZUSTANDSBESCHRANKTE GRAMMATIKEN

t1,t9, -+, ti41 > 11 > [>1, fir die gilt:
C=n="mlqgt;,>1>1. (3.21)

Die Produktion f : C — n € P ist also mogliche Startregel in allen Ablei-

tungen C =* mlq. Da G in e-freier und reduzierter Form vorliegt, gilt:

(3"}/1, 0 € (V U T)*) (S =7 ’le(51) , (3.22)
Fp,q €T*) (M ="p1 A o1 =" q1), (3.23)
BueT)(u="u). (3.24)

Betrachten wir nun das Wort wy, := pimPFequiqr, ks := s +t. Bs ist

(3.22) (3.23) Vor. 1.
S =% 1106 =" pCq =" p’Cu’q
Vor. 2. (3.24) Vor. 2.

= pm*Crqn =% pm*Cuqn =" pim*m'qu’q
=pim™quiq, 1< s <k,
d.h.
(VE e N\ {1}) (Vs € [1: k—1])(wg, € L(Q)).
Sei nun ks € N\ {1} und wy, :==ay---an,a;, €T, 1 <i<n,1<s<k. Wir
betrachten die Listen, die das EPV fiir das Wort wy, aufbaut und zeigen:

(Vlel:1,])([C —n., |pimFt] e IC (wg,)) - (3.25)

[prmksq|
Beweis: Wir zeigen die Behauptung (3.25) durch Nachweis der Bedingungen
von Satz 1.1. Hierzu setzen wir v := y /5 40, § := phs—16, a:=1n, §:=

€, i := [pym*~U| und j := |[pymFsq|. Mit dieser Wahl folgt:
(3.22)

Vor, 1. - —
a) S =% 06 "B kTRt =408,
(3.23) Vor. 2.
b) v :>* plyks—tl :>* plmks—tl
= al .. 'a‘plmksit” = a‘l .. .ai’

c) f:C—n=f:C— af € P (nach Konstr.),
(3:21)
d) a=n =* mig= Upymbs—t141 " Apymksql

:al+1a_]
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Damit ist Behauptung (3.25) bewiesen. In Liste I&

[pimFsq|

(wp,) befinden sich
also bei Anwendung des EPV auf wy, mindestens [, Items, wobei [, ma-
ximal ist mit ¢;, < ks. Wegen (3.21) ist aber ¢;, < k fiir wachsende k eine
unbeschrinkte Teilfolge von ty,t2,---. Da fiir jedes k € N\ {1} und jedes
s € [1:k—1] jedes Wort wy, € L(G) liegt, ist G nichtzustandtsbeschrénkt,
also G € NIB und Satz 3.5 ist bewiesen. &

Satz 3.6 Sei G := (V,T, S, P) eine reduzierte CFG in CNF und enthalte

G das echt rekursive Nonterminal C mit:

1. C=*vCpu,

2. 3(m,p) €Tt xT*) (Vs e N) (u=*mAC =*pm®).
Es gilt: G € NIB.

Beweis: Weil G in reduzierter Form und in CNF vorliegt, folgt:

(3’71, 01 € (V U T)*) (S =% ’71051) , (3.26)
Fpi,q1 €T*) (=" p1 A1 =" q1), (3.27)
BueT)(v="u). (3.28)
Betrachten wir das Wort wy = piu*pm?*q;. Weil G das echt rekursive

Nonterminal C' enthélt, ist

(3.26) (3.27) Vor. 1.
S =* nCs =* pCq =* p*Curq

(3.28) & k Vor. 2. & & Vor. 2. & bk
=" puCuqr =" pu"Cm” g =" prupm " mq = wy,

d.h

(Vk € N\A{1}) (wy, € L(G)).-
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Um aus C die Satzform vCu abzuleiten, gibt es zwei Moglichkeiten fiir
XY eV:

Fall1l: C="vX A f: X—>CYePANY="p.

Fall2: C="YuAf:Y -XCePAX=>"v.

Sei wg :=aq---ayn, a; €T, 1 <17 <n. Wir betrachten die Itemlisten, die das

EPYV fiir das Wort wy, aufbaut, fiir die beiden Fille getrennt und zeigen:

Fall 1: (Vs € [1: k]) ([X — C.Y, |piu*~—5T|] € IE (wg)).  (3.29)

[p1ukpm*|
Wir beweisen Behauptung (3.29) durch Nachweis der Bedingungen von Satz
1.1. Hierzu setzen wir: v := yv* =5t § .= pf=%61, a0 .= C, 8 =Y, i :=

lpruF =5t und j := [pyuFpm®|. Mit dieser Wahl folgt fiir alle s € [1 : k]:

(3.26) Vor. 1.
(a) S =" 11CH =7 F SO ks,
Fall 1:
% ylyk_st,uk_s&l

= P X R = X6,

(b) ,Y:,Ylyk—s-i-l
(3.27) (3.28)
:>* p1Vk_S+1 =% pluk—s—i-l

:al"'a\pluk*5+1| :al"'aia

(¢c) f:X—=CY=f:X— afeP (nach Konstr.),

Vor. 1. 1 ) (3.28) . .

(d) a=C =" V7 Ou’™ =" ' Cu’™
Vor-Z. 4 1 VO o1 ksl s—1 1,k
=% IomST = T S ST = T om

= a‘pluk75+1|+1 “ e a|p1ukpmk\ g a‘i—‘rl e aj X
Damit ist Behauptung (3.29) bewiesen. Im anderen Fall zeigen wir:

Fall 2: (Vs € [1: k) ([Y — XC., |pu*%| € I (wy)) . (3.30)

[prukpmk|
Wir setzen: v := y 87, § := pF=5t16, o = XC, B :=¢, i := |p1u*~*| und
j = |pruFpmk|. Mit dieser Wahl folgt fiir alle s € [1 : k]:

(3.26) Vor. 1.
(a) S =" y1C6H =7 PO,
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Fall 2:
=% Y o8y

= ylyk_sY,uk_sHél =~Y9,
(3.27) (3.28)

(b) v = ,Ylyk—s :>* prk_S =% pluk—s

= a1 A yk-s) = Q10 Gy,

(¢c) f:Y—-XC=f:Y — af e P (nach Konstr.) ,

Vor. 2. 1 1 (3.28) 1 1

(d) a=XC = X7 Cp’ =% Xu*  Cu*~

Vor. 2. 1 1 Fall 2: 1 1

= Xu' T Cm® ™ = vu® Cm®~

Fall 2: 1 1 1

=5 wu® T OmS T = COm®™

Vor. 2.

:>* uspmk—s—i-lms—l — uspmk

= a‘plukfs‘ﬂ te a‘plukpmﬂ = Aj41 Q5 .

Damit ist Behauptung (3.30) bewiesen. In beiden Fillen befinden sich in
Liste I ‘G
piu

k Ttems. Da fiir jedes k € N \ {1} jedes Wort wy € L(G) liegt, ist G
nichtzustandtsbeschrinkt, also G € NIB und Satz 3.6 ist bewiesen. &

kpmk|(wk) bei Anwendung des EPV auf das Wort wy, mindestens

Wie bereits am Ende von Kapitel 2 bemerkt, kénnen die hier gewonnenen
Ergebnisse auf allgemeine kontextfreie Grammatiken tibertragen werden. Im
letzten Kapitel wollen wir die Sétze miteinander vergleichen und anhand von
Beispielen veranschaulichen. Von Interesse ist hierbei die Entscheidbarkeit
und die Frage der gegenseitigen Unabhingigkeit der in Satz 3.1 bis 3.6

bewiesenen Kriterien.
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Kapitel 4
Bewertung der Ergebnisse

4.1 Allgemeines

Im letzten Kapitel haben wir einige FEigenschaften kontextfreier Grammati-
ken und ihrer Sprachen bestimmt, die zur Folge haben, dafl die Anwendung
des EPV das Wortproblem nicht unter 0(n?) Schritten 16st'. Wir wollen in
diesem Kapitel die Ergebnisse in praktischer Hinsicht untersuchen. Hierzu
gehort die Frage nach der Entscheidbarkeit der in Satz 3.1 bis 3.6 bewie-

senen Eigenschaften, sowie deren Unabhéngigkeit voneinander.

4.2 Rechtsrekursion

Satz 3.1 besagt, daBl jede CFG, die ein rechtsrekursives Nonterminal
enthélt, aus der Menge NIB ist.

Fiir jede CFG G ist die Menge der

rechtsrekursiven Nonterminals entscheidbar. (4.1)

Hierzu konstruieren wir die Hilfsmengen Uy fiir jedes A € V' wie folgt:

1. Uy ={BeV|f:A—-aBeP ac(VUT)}

!siehe Aussage (1.2) und (1.3) in Kapitel 1.
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2. UA,H—l = UAJ'U{B € V’f:C—>O¢B eEP ace (VUT)*, CGUAJ}.
3. Wir setzen Uy auf Ua;, falls Uy ; = Ug 41 ist.

Das beschriebene Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab, und
nach Konstruktion von Uy, ist B € Uy genau dann wenn eine Ableitung

A =7* B existiert, und somit ist A rechtsrekursiv falls A € Uy liegt.

Beispiel 4.2  Sei Gy := ({5, A}, {a,b}, S, {f1 : S — AS,
fa:S—a, f3: A—b}).

Die Sprache L(Gy) besteht aus Wortern der Form b*a, und G enthélt weder
ein links- noch ein echt rekursives Nonterminal, sondern das rechtsrekusive

Startsymbol S und erfiillt somit nur die Bedingungen von Satz 3.1.

Betrachten wir die Itemlisten, die das EPV fiir das Wort wg := b%a aufbaut:

Liste Ip(b%a) Liste I; (b%a) Liste I5(b%a) Liste I3(b%a)
[S —.AS, 0] [A—b.,0] [A—b.,1] [A—b.,2]
[S —.a,0] [S— A.S,0] [S— A.S,1] [S— A.S,2]
[A—.b,0] [S —.AS 1] [S —.AS, 2] [S —.AS, 3]
[S—.a,1] [S —.a,2] [S —.a,3]
[A—.b1] [A —.b,2] [A—.b,3]
Liste I4(b%a) Liste I5(b%a) Liste I(b%a) Liste I7(b%a)
[A—1b.,3] [A—b., 4] [A—b.,5] [S—a.,6]
1S — A.8,3] (S — A.S,4] 1S — A.S,5] [S — AS.,5]
[S —.AS, 4] [S —.AS,5] [S —.AS, 6] [S — AS. 4]
[S —.a,d] [S —.a,b] [S —.a,6] [S— AS.,3]
[A—.b,4] [A —.b,5] [A—.b,06] [S — AS.,2]
[S— AS.,1]
[S — AS.,0]

Da sich das Ttem [S — AS.,0] in I& (b8a) befindet, ist das Wort wg = b%a
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in der Sprache L(Gy). In den Listen I1(b*a) bis T (bFa) verweist die zweite
Komponente der Items nur eine Liste zuriick, so dal Completor(Ijy ) alle k
Listen I}y (b*a) bis I (b*a) nacheinander besuchen muB, um von dort jeweils
ein Item [S — AS.,s] fiir s € [0: k — 1] in Liste I}, zu erzeugen.

Das Kriterium von Satz 3.1 ist entscheidbar und von den

anderen Kriterien unabhéngig. (4.2)

4.3 Linksrekursion

Satz 3.2 besagt, dafl eine CFG G € NIB ist, falls sie eine Produktion
f:C — AB € P enthilt und A das Wort pm® und B das Wort mlq fiir alle

s,t € N erzeugt.
Beispiel 4.3 Sei Gy := ({S, A, B, X, Y}, {a,b}, S, P,) mit P, :=

{ fi:S—AB, fy:A— AX, f3:B—DBY, fi:A—a,
f5: X — b, fe: B —b, fr:Y = b, fs:Y —a}

Es ist L(Gsg) = abt(a Ub)* = ab(a U b)*. Betrachten wir die Listen, die das
EPV fiir das Wort wy, := ab® und k := 6 erzeugt:
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Liste Io(ab®)
[S—.AB,0]
[A—.AX,0]
[A—.a,0]

Liste I (ab®)

Liste I(ab)

[B—b.,1]
[X — b.,1]
[S— AB.,0]
(B — B.Y,1]
[A— AX. 0]
[S— A.B,0]
[A— A.X, 0]
Y —.a,2]
[Y —.b,2]
(B —.BY,?]
[B—.b,2]
[X —.b,2]

Liste I3(ab)

[Y —b.,2]

[B—b.,2]

(X —b.,2]

(B — BY.,1]
[S— AB.,0]
(B — B.Y,2
[A— AX.,0]
(B — B.Y,1]
[S— A.B,0]
[A— A.X,0]
[Y —.a,3]

Y —.b,3]
[B —.BY,3]
[B —.b,3]
[X —.b,3]
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Liste I,(ab) Liste I5(ab®) Liste Ig(ab®) Liste I7(ab)

[Y —b.,3] [Y —b.,4] Y —b.,5] [Y —b.,6]

[B —b.,3] (B —b..4] [B —b.,5] B —b.,6]

[X —b..3] [X —b..4] [X —b.,5] [X —b.,6]
B — BY.,2| [B — BY .,3] [B — BY .,4] [B — BY.,5
B — BY.,1] [B — BY .,2] [B — BY.,3] [B — BY .. 4]
1S = AB..0) (B — BY..1] [B — BY.,?2] [B — BY.,3]
B — B.Y,3 [$ — AB.,0] [B— BY .,1] (B — BY.,2|
[A— AX.,0] [B— B.Y,4| (S — AB.,0] [B — BY.,1]
(B — B.Y,2] [A—AX..0] [B — B.Y,5 [S — AB.,0]
B — B.Y,1] [B — B.Y,3] [A— AX..0] [B— B.Y, 6
[S — A.B,0] (B — B.Y,2| [B — B.Y,4] [A— AX.,0]
[A— A.X,0] [B — B.Y,1] [B— B.Y,3] [B — B.Y,5|
Y —.a,4] [§— A.B,0] [B— B.Y,2] (B — B.Y,4]
[Y —.b,4] [A— A.X,0] (B — B.Y,1] [B — B.Y,3]
[B —.BY, 4] Y —.a,5] [S— A.B,0] (B — B.Y,2]
[B —.b,4] [Y —.b,5] [A— A.X,0 [B— B.Y,1]
(X —.b,4] [B —.BY,5] Y —.a,6] [S — A.B,0]
[B —.b,5] [Y —.b,6] [A— A.X,0]

[X —.b,5 (B —.BY, 6] Y —.a,7]

[B —.b,6] [Y —.b,7]
(X —.b,6] [B —.BY,1

[B—.b,T]

(X —.b,7]

Die Items [B — B.Y,t] und [B — BY .,t]| befinden sich mindestens k — 1

mal in den Itemlitsten IE';,C‘(abk) firte[l:k—1].

Grammtik Go enthilt die zwei linksrekursiven Nonterminals A und B, die
aus S in einem Schritt in S 2 AB abgeleitet werden. L(A) = ab™ und
L(B) = b(aUb)*. L(B) enthilt b+, so da die Bedingungen von Satz 3.2

fiir p := a, m := b und q := € erfiillt sind. G2 enthélt weder ein rechtsrekur-
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sives noch ein echtrekursives Nonterminal und kann den S&tzen 3.1 und
3.4 bis 3.6 nicht entsprechen. Fiir p := a, m; := b’ und ¢ := € erfiillt G,
aber auch die Bedingungen von Satz 3.3. Dies gilt fiir jede CFG die Satz
3.2 erfiillt mit p := p, m; ;= m’ und ¢ := q.

Ob eine CFG ein linksrekursives Nonterminal enthélt, ist fiir jedes A € V
entscheidbar?. Damit die Nonterminals A und B die Voraussetzungen von
Satz 3.2 erfiillen, darf L(A) N L(B) nicht leer sein, falls p = ¢ = € gilt. Ob
der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen leer oder unendlich ist, ist
unentscheidbar®.

Das Kriterium von Satz 3.2 ist unentscheidbar.

Aus ihm folgt das von Satz 3.3. (4.3)
Satz 3.3 ist nun eine Erweiterung von Satz 3.2, insofern, als die Form des
Wortes pmFq auch pmq...m;...mpq sein kann, und die m; sich moglicher-

weise voneinander unterscheiden.

Beispiel 4.4
Sei Gz := ({S,A,B,C,D,E,F,U,V,X,Y }, {a,b},S, Ps)

mit P; :=

{ A:8=>U0V, fo:U—->UX, f3:V=>VY f4:U—aqa,
f5:V —a, fe : X—>CD, f;:Y—>EF f3s:C— AB,
fo:D— BA, fio0: E— BB, fi1: F— AA, fi2: A—a,
fizs B—b}.
Betrachten wir die von Gg erzeugte Sprache L(Gs). Fiir 4,5 > 0 folgt:
S :f>1* uv (ii)*z UX'v (ii)j UX'VY7. (4.4)

Wir wissen weiter:

fe fs fo J12 J13
X =*CD =" ABD =* ABBA =" aBBa =" abba := u, (4.5)

2durch Konstruktion der Menge U4 analog den rechtsrekusiven Nonterminals.

3siehe [Sal] S. 279
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f7 f10 f11 f13 fi2
Y =* EF =* BBF =* BBAA =" bbAA =" bbaa :=v. (4.6)

Mit (4.5) und (4.6) folgt fiir UX* und VY7:
o fa - fs _(45)
UX'="aX"="a(CD)" =" a(abba)

. Js .7 .(4~6) - (4.6) .
VY’ =% aY! =* o(EF) =" a(bbaa)! =" av’ . (4.8)

(4.5 ;
T

: (4.7)

Also folgt fiir die Sprache L(Gs3):
(4.4) N C ) o
S =*UX'VY’ =* a(abba)' VY’
(4.8) . : o
=" a(abba)'a(bbaa)’ = au'arv’ € L(Gs).

Da die einzigen Ableitungen beziiglich Gs in (4.4) bis (4.8) bestehen, sind

die Worter der Sprache L(Gs) von der Form au‘av’, i,j > 0. Wir geben die

Gy
lautavi |

i+7j Items der Form [V — VY . |au!|] enthilt fiir ¢ € [1 : i+7]. Da G3 weder

Itemlisten nicht an, sondern verweisen nur darauf, daf§ Liste / (autav?)

ein rechtsrekursives, noch ein echt rekursives Nonterminal besitzt, kann sie

weder den Bedingungen von Satz 3.1, noch denen der S&itze 3.4 bis 3.6

geniigen. Fiir p :=a,q := e und my :=mo :=--- :=m; ;= u und m;11 :=a
und m;qo 1= miys = -+ := my = v erfiillt Gs aber die Bedingungen von
Satz 3.3.

Andererseits ist:

av’ = a(bbaa)’ = (abba)’a = wa
und somit folgt:

avlar’ = autvla .

Also erfiillen die Nonterminals U und V fiir p := ¢, m := v und ¢ := a auch

die Bedingungen von Satz 3.2.

Wir vermuten, falls eine CFG G die Bedingungen von Satz 3.3 erfiillt, so

o6
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geniigt sie auch den Bedingungen von Satz 3.2 fiir geeignete p, g, m € T™.

Wir werden diese Vermutung im folgenden beweisen.

Beweis: Das Iterations- oder Pumping-Lemma® besagt nun, da8 es fiir jede
kontextfreie Sprache L eine feste Zahl r(L) gibt, so dafl fiir alle Worter
w € L mit Lange |w| > r(£) gilt:

1. (w = wywowswyws ,w; € T*, 1 < i < 5)
2. (VI € N) (wywhwswhws € L)
3. (wiwaws # € V wswaws # €) A (|lwawsws| < (L)) .
Sei £ := L(G) und w := p1pmy - - - myqq1 € L(G). Wir wihlen & so, dafl
pmy - Mp_1Meq = uSuguimeq = pmivivevs, st > 1 (4.9)
ist, mit den Bedingungen
ui,v; € T, 1< i <3 A |ugugug| < r(L) A |Jvrvgus| < r(L).
Dies ist mit Satz 3.3 moglich wegen

(3.14) Vor. 1
S = 70§ "= ~vABS = wi Aws

* s s
= WiPmMmy - Mi_1W5 = W] WaW3W4W5

und wegen

(3.14) Vor. 1
S = ~C6 =" yABS = w1 Bws

Also ist
S S __ S S (4_9) 4 1
WHW3Wy = UjUU3 = PMy - M1, (4.10)
4.9
whwswh = vivgvh (9 ma - MEq . (4.11)

“siehe [Har] S. 190, oder [Ber] S. 33
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Sowohl A als auch B sind linksrekursiv, also ist
uy=¢ AN uz#Fe N vi=€¢ A v3Fe,

und somit

(4.10) (4.11)
Uguimeq = pmy---mpq = pmivevh. (4.12)

Sei o0BdA G eine reduzierte CFG in CNF und sei

lug| > |mpq| also w3 =zmpq,z €T, (4.13)

lug| > |mp_1| also wug=2'my_1,2 €T*. (4.14)

Anderenfalls wire zvs = mpq und 2’u3 = my_1, und der Beweis verliefe
analog. Wegen (4.12) und (4.13) endet my_1 auf z, also folgt:

U3 (419 dmy_1 = 2xz, x €T, (4.15)

Betrachten wir das Teilwort pmy - - - mpq:

(412)
pmy---MmEq = UU3MEq

1% ug (2 w2) mpq
= upz(z22)Lamyg
(419 up'w(22'x)  tug
22 pmava(zmiq)’ s .
Also ist:
dr = mpq, (4.16)
us = mpgz, (4.17)
vy = 22w, (4.18)
und somit
s (415 1 (418) , o1 (4.16) s—1
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In allen Listen IS ;| befinden sich alle Items [B —.v, |prugui], falls die

|p1ugug

Produktion f : B — v € P ist. Denn es gilt fiir alle s € N:

(3'19 Vor. 1. (4'13) s
S =" piCq = piABq =" piruguzBq .

Somit beginnt hinter dem Teilwort pjusuj die Abarbeitung des von B er-
zeugten Anschlufwortes vov§. Da B als linksrekursives Nonterminal die Satz-

form B =* vgv} erzeugt und G in CNF vorliegt, folgt:

B =* Buk. (4.20)
Mit den Voraussetzungen von Satz 3.3 wissen wir:

B =" myq. (4.21)

Betrachten wir nun das Wort p1u2u§+lmqu1 € L(G),l>1.

_l’_

I
Pruguz MEqqy

sl
= bruguzuzmgq

(4.19) s -1
= P1u2uzmgqug 2Mmgq

(4.13) s !
=" prugu3miqus .

Wir wissen:

(4.20) (4.21)
B =* Bvl =* myquv}

4.13
(419 myq(zmyq)’

= mqu(mqu)l_lmkq

= (mrg2)'mig

(4.17) 1
=" ugmyq.

Fir p := prugug, m = ug, q := myq erfiillt G die Bedingungen von Satz

l

3.2, denn es ist A =* pjugusm' = pipmy - —-mp_1m! und B =* mrquly =

ufmrq = m'myq und die Behauptung ist bewiesen. &
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Satz 3.2 und 3.3 sind also zwei Séitze, die den selben Sachverhalt kenn-
zeichnen und somit, falls sie fiir eine CFG G gelten, immer beide zutreffen.
Sie charakterisieren die Sprache L(G) von verschiedenen Seiten und ergeben
unterschiedliche Kriterien, um zu zeigen, dal G € NIB liegt. Beziiglich der
Entscheidbarkeit gilt das gleiche Argument wie in (4.3).

Das Kriterium von Satz 3.3 ist unentscheidbar.
Aus ihm folgt das von Satz 3.2. (4.22)

4.4 Echte Rekursion

Satz 3.4 besagt, dafl eine CFG G nichtzustandsbeschrinkt ist, falls sie ein
echt rekursives Nonterminal C enthélt, welches C' =* vCpu erzeugt, und es
ein Wort m € T gibt, welches im Durchschnitt von allen drei Sprachen

L(v) N L(C) N L(p) liegt.
Beispiel 4.5 Sei Gao:= ({S,4,B,C,X},{a}, S, Pyp) mit Pyg :=

{ fi: §—AX, fo:X—>CB,
f3: C — AX, fi: A—a,
fs:B—a, fe:C—al.

Esist L(Gyg) = a?**1 k > 1,. G4 enthilt das echt rekursive Nonterminal
C, welches in die Satzformen C =* A'CB’ = P und C =* A1 XB! = P
und das Wort a abgeleitet werden kann, sowie das echt rekursive Nontermi-
nal X, welches in die Satzformen X =* AIXBI = Q und die Satzformen
X =* AICB/*! = Q' abgeleitet werden kann. Die Ableitungen fiir P’ und
Q' ergeben nacheinander ausgefiihrt die Satzform A"/ CBTIH = R wel-
che aus dem Nonterminal C' erzeugt werden kann. Aus X 1afit sich nun aber
X =* AL X B+l — R/ ableiten, indem die Ableitungen fiir Q' und P’

hintereinander ausgefiihrt werden. Jede Satzform R 148t sich fiir 4,5 € N
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also (k — 1)-mal darstellen als

C =* ATIX B! =* Aottt 441 :=k.

Das gleiche gilt fir die Satzform R’ und das Nonterminal X. Da {m} €
L(A) N L(B) N L(C) ist, erzeugt A"+ fiir i + j = 2k das gleiche Wort
m?+1 wie AFC'B*. Mit wachsendem k wiichst also die Anzahl der Satzfor-
men R und R/, die ein Prefix von m?**! ableiten. Dies hat das Wachstum
der Itemlisten zur Folge. Da die Nonterminals A, B € V,( beide nur das
Terminalzeichen a erzeugen und Gy kein rechts- und kein linksrekursives
Nonterminal enthilt, erfiillt G4 alleine die Voraussetzungen von Satz 3.4.

Betrachten wir die Itemlisten, die das EPV fiir das Wort wy, := a2, k:=3

aufbaut.

Liste In(a”) Liste I1(a") Liste Iz(a") Liste I3(a")
[S —.AX,0] [A—a.,0] [C—a.,l] [B—a.,2]
[A—.qa,0] [S— A.X,0] [A—a., 1] [C—a.,2|
[X —-.CB,1] [X — C.B,1] [A—a.,?2

[C —.AX,1] [C— A.X,1] [X — CB.,1]

[C —.a,1] [B—.a,2] [X — C.B,?2

[A—.a,1] [X —-.CB,?2] [C— A.X, 2]

[C —.AX,?2] [S— AX.,0]
[C —.a,2] [B —.a,3]

[A —.a,2) [X —.CB,3]

[C —.AX,3]
[C —.a,3]
[A—.q,3
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Liste I4(a”) Liste I5(a") Liste Is(a") Liste I7(a")

[B—a.,3] [B —a.,4] [B—a.,5 [B—a.,6]

[C —a.,3 [C —a.,4] [C —a.,5] [C —a.,6]

[A—a.,3] [A—a., 4] [A—a.,b] [A—a.,6]
[X — CB.,?2 [X — CB.,3| [X — CB.,4] [X — CB.,5]
X -0.B3 ||[[x—-0B.1] ||[x—0¢B.2 ||[Xx—CB..3
[C — A.X,3] [X — C.B,4] [X — C.B,5] [X — CB.,1]
[C — AX ., 1] [C— A.X, 4] [C — A.X,5] (X — C.B,0]
[X — C.B,1] [C — AX., 2] [C — AX ., 3] [C — A.X, 6]
[B —.a,4] [S— AX.,0] [C — AX . 1] [C — AX . 4]
X —.CB,4] X -C.B,2 ||[x—0.B3 ||[c—Ax.,2
[C—.AX, 4] [B —.a,b] [X — C.B,1] [S— AX.,0]
[C —.a,4] [X —.CB,5] [B —.a,0] (X — C.B,4]
[A —.qa,4] [C —.AX,5] [X —.CB,6] [X — C.B,2]

[C —.a,b] [C —.AX, 6] [B—.a,T]
[A —.a,b5] [C —.a,0] (X —.CB,7]
[A —.a,6] [C —.AX,7]

[C —.a,T]

[A—.q,T7]

Da sich das Item [S — AX.,0] in Liste I7G “%(a™) befindet, ist das Wort
a” in der Sprache L(Gyp) enthalten. Das Item [X — CB.,2t — 1] kommt
k mal in Liste I S;,;OH‘(CL%“) fiir t € [1 : k] vor . Ob der Durchschnitt der
drei Sprachen L(a) N L(C) N L(B) leer ist, ist fiir kontextfreie Sprachen
unentscheidbar®.

Das Kriterium von Satz 3.4 ist unentscheidbar und von den

anderen Kriterien unabhéngig. (4.23)
Wir mochten hier bemerken, daf3 tatséchlich der Durchschnitt aller drei
Sprachen L(«) N L(C) N L(B) das Wort m enthalten muf}, damit Satz 3.4

gilt. Dies zeigt das folgende Beispiel:

®siehe Aussage (4.3)

62



KAPITEL 4. BEWERTUNG DER ERGEBNISSE

Beispiel 4.6 Seien die Grammatiken Gy, fiir i € [1 : 3]
={S,A4,B,C,X},{a,b},S, Py ;) mit

{ f125—>AX, f22X—>CB,
P471 = f3:C_>AX7 f4ZA—>CL,
f5:B—>b7 fG:C_)a }7

{ f12 S—)AX, f22 X—>CB,
P4222 f3:C_>AX7 f4ZA—>CL,
fS:BHba fﬁ:CHb }7

{ f12 S — AX, f22 X — CB,
f3: C — AX, f1: A—a,
f5: B —a, fe: C —b }.

P473 =

Die vier Sprachen L(Gy41) = a/ab’, L(Gyz2) = a/bb’, L(Gy3) = a’ba’ und
L(Gy4p) = a’ aa’ werden pro Wort mit genau einem Ableitungsbaum erzeugt.
Die Ableitungsbdume weisen fiir alle vier Grammatiken die gleiche Struktur
auf und unterscheiden sich nur in der Markierung der Blétter. Dieser Unter-
schied geniigt, um im vierten Fall ein Wachstum der Listen zu erzeugen. Die
drei Sprachen L(Gy1) = a/ab’, L(G42) = a’bb/ und L(Gy3) = a’ba’ sind
jedoch unter dem EPV mit jeweils 9,6 und 6 Items zustandsbeschrinkt®
und somit sind alle drei G4 ;, ¢ NIB fiir ¢ € [1: 3].

4.5 Echte und Linksrekursion

Anders verhilt es sich, falls das Nonterminal C' sowohl echt rekursiv als auch

linksrekursiv ist und unendlich oft das Wort m ableitet. Dann geniigt es, dafl

5Beweis durch Induktion iiber j.
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entweder mit der Satzform v oder p ein Wort m € T* gemeinsam abgeleitet

wird. Dies wurde in Satz 3.5 und 3.6 bewiesen. Betrachten wir dazu zwei

Beispielgrammatiken Gy und Gg.

Beispiel 4.7 Seien Gj := (V, T, S, P;) und G¢ := (V, T, S, Ps)

{ h
f3
fs
I
fo

wobei V:={S,A,B,C,X,Y}, T:

P5 =

S — AKX,
: X - OB,
: D — DY,
A —a,

:C —a,

f2: C— AX,
fa: C — DY,
fe : D — a,
fs : B—b,
fio:Y —a

}

= {a,b} und
P61:
fi: S —AX, fo:C — AKX,
fs: X —=CB, f,:C— DY,
f52D—>DK fﬁiD—>b,
f7IA—>(I, fs: B—b,
fo: C =0, fio:Y —b,}

Es ist L(Gs5) = a‘a™b und L(Gg) = a’btbi. Thre Grammatiken erfiillen

alleine” die Bedingungen von Satz 3.5 bzw. 3.6. Deshalb gilt®:

Die Kriterien von Satz 3.5 und 3.6 sind unentscheidbar und

von den anderen Kriterien unabhéingig.

4.6 Schlussbetrachtungen

(4.24)

Wir haben in der vorliegenden Arbeit das EPV unter dem Gesichtspunkt

des Laufzeitverhaltens betrachtet und hierbei Erkentnisse iiber kontextfreie

Grammatiken und ihre Sprachen gewonnen. Zwar konnte die Menge der zu-

standsbeschrankten Grammatiken nicht charakterisiert werden. Es wurden

dennoch hinreichende Kriterien fiir nichtzustandsbeschriankte Grammatiken

"Man priift leicht nach, dafi Gs bzw. Gg die Satzformen A*CB? und aus C

die Satzformen DY erzeugen, wobei DY? in a’ bzw. b’ ableitbar ist.

8In Bezug auf die Entscheibarkeit gilt das selbe Argument wie in Aussage (4.3).
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bestimmt. Fiir alle Sitze aufler Satz 3.2 und Satz 3.3 konnten wir eine
Grammatik angeben, die alleine den Voraussetzungen des entsprechenden
Satzes geniigte. Also sind alle Eigenschaften bis auf die von Satz 3.2 und
Satz 3.3 voneinander unabhéingig. Aus Satz 3.2 folgt Satz 3.3 und um-
gekehrt.

In praktischer Hinsicht ergibt sich ein ungiinstiges Bild: Aufler bei der
Rechtsrekursion von Satz 3.1 sind die Voraussetzungen alle unentscheid-

bar.

4.7 Offene Probleme

Wir mo6chten diese Arbeit beschlieflen, indem wir einige noch ungeléste Pro-

bleme zusammentragen.

Offen bleibt die Frage der vollstdndigen Klassifizierung der Menge NIB.
Allen Sétzen gemeinsam ist die Bedingung der Existenz eines unendlich oft
iterierbaren Teilwortes m € T in der Sprache L(G), wobei die Art des Er-
zeugungsprozesses das Listenwachstum verursacht. Wir moéchten an dieser
Stelle die Vermutung duflern, dal die Sitze 3.1 bis 3.6 die Menge NIB
vollstéindig charakterisieren. Unsere Vermutung stiitzt sich auf praktische
Erfahrungen im Versuch, ein unendlich oft iterierbares Teilwort m € T+
mit einer CFG so zu erzeugen, dafl der Erzeugungsprozess das Listenwachs-

tum nach sich zieht, ohne Kriterien der Séitze 3.1 bis 3.6 zu erfiillen.

Da sich die Sédtze 3.1 bis 3.6 auf Grammatiken beziehen, bleibt ebenfalls
offen, welche Sprachen iiberhaupt eine zustandsbeschrinkte Grammatik be-

sitzen.

Mehrdeutigkeit, also die Anzahl der Ableitungsbiaume, ist offenbar kein Kri-
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terium fiir das Wachstum der Listen. Dies macht Beispiel 4.5 und das
folgende Beispiel 4.7 fiir die Sprache L(G7) = {a'b/cF|i = jV j = k}.
deutlich?.

Beispiel 4.8 Sei G;:= (V,T,S,P;) mit
V= {A7B707P7Q7S7U7WX7Y}7 T = {CL,b,C}, und
P7 =

{ h:5-UW, fo:8—=PQ, f3:U—AX, f1:X—>UB,
fs:U—AB, fo:W—>WC, fr:P—PA [fs:Q— BY,
fo:Y —=QC, fio:Q— BC, fi: P—a, fi2: A — a,
fis: B — b, fia: C — ¢, fis: W —c}.

Die Sprache L(G7) ist bekanntlich!® inh#rent unendlich mehrdeutig, unter
dem EPV jedoch mit 13 Items zustandsbeschrinkt!!.

Da das EPV als Parsing-Methode korrekt arbeitet, mufl es in der Lage
sein, fiir verschiedene Worter wy,ws € L(G) mindestens zwei entsprechen-
de Ableitungsbaume zu unterscheiden. Es mufl desweiteren fiir alle Worter
wy = wv, we = wv' € L(G) die Listen Io(wwv) bis Ij,(wv) einerseits
gleich aufbauen, andererseits so, dafl mit ihrer Hilfe die weiteren Listen
Ly 41 (wv) bis Iy (wv) und die Listen 41 (wv’) bis Iy (wv') erzeugt
werden konnen. Somit miissen alle Ableitungsbiume fiir wv bzw. wv’ vom
EPV in die Listen Io(wv) bis I}, (wv) und die weiteren Listen I}, (wv)
bis 1|y (wv) bzw. Iy (wv’) bis Iy (wv') zerlegt werden. Einen mogli-
chen Beschreibungsansatz dieses Vorgangs bietet die Theorie der Erzeugen-
denfunktionen, die ein Abzihlen der vom EPV zerlegten Ableitungsbdume
unter Verwendung geeigneter Markierungsfunktionen und eventuell benotig-

ter Aquivalenzrelationen ermoglicht.

"LUW) = a'b'c! und L(PQ) = o'V J; L(G7) = L(UW) U L(PQ).
Ysiehe [Har] S. 241
"' Beweis durch Induktion iiber |w| € L(Gr7)
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112 aufgestellte

Daneben er6ffnet sich ein Ansatz durch die von J. Berste
Theorie der iterativen Paare. Alle Sdtze 3.1 bis 3.6 bedingen die Existenz
eines Teilwortes pmFq fiir geeignete p,q € T* und m € T+. Die Ausar-
beitung der Iterationstheoreme (Pumping-Lemma, Ogdens-Lemma) bietet
eine Klassifizierung der kontextfreien Grammatiken und ihrer Sprachen an-

hand der enthaltenen iterierten Teilworter. Es wire zu kldren, unter welchen

Bedingungen iterative Paare ein Wachstum der Itemlisten zur Folge haben.

2in [Ber] Kapitel VIII
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